Consideraciones fisicas sobre el momento angular.

En los apartados anteriores hemos analizado el problema de autovalores del momento
angular. Hemos visto que si medimos una componente del momento angular sélo podemos
obtener valores que sean multiplos enteros de A. También hemos visto que no podemos
medir dos componentes del momento angular simultdneamente. Por otro lado, si medimos
el médulo del momento angular sélo podemos obtener los valores (I + 1)h?2.

Como los operadores L? y L, conmutan, hemos podido obtener una base de autovec-
tores comunes a los dos operadores, que en la representaciéon coordenadas son los arménicos
esféricos. Sin embargo, estos dos operadores no forman un conjunto completo de observ-
ables que conmutan, de modo que los niimeros [ y m no son suficientes para etiquetar
unfvocamente los vectores de la base y, por tanto, necesitamos otro indice que notaremos
por k. Vamos a considerar una base de vectores de la forma |k, [, m) de modo que:

L2k, l,m) = 1(1+ 1) B? |k, 1, m) y  L.|k,l,m) =mh|k,1,m)

Si tenemos una particula en el estado |k, [, m), la particula tiene un valor bien definido
del médulo del momento angular y de la proyeccién del momento angular sobre el eje z. Si
bien la particula no tiene un valor bien definido de las componentes L, y I:y, podemos cal-
cular el valor medio de estos operadores. Por comodidad vamos a escribir estos operadores
en funcién de L+ y L_

ﬁzzé(ﬁ++£_> v zy:%’(z__a)

Por tanto, si la particula se encuentra en el estado |k, [, m), los valores medios de L. y

valen:
<L,E> _ <klm‘% <fj++ﬁ>'k,l,m> —0 vy <£y> — 0

Vamos a calcular ahora los valores medios de los operadores L2 y LZ para obtener asi
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la dispersién en la medida de los observables L, y ﬁy:
2y = Yk m (82 4 82 4 Eabo BBk
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Esté claro que los operadores Li y L? no contribuyen al valor medio. Por otro lado,
podemos escribir el operador L+L + 1 L+ en funcién de L2 y L, dela siguiente forma:

~

LyL +L L, = (LT - z‘ﬁy> (im - z‘iy) - (ﬁz - z‘ﬁy> (ﬁz +z’iy) —
— 2024202 +207 - 207 =2 <£2 - ig)
de modo que el valor medio queda:

(2) = 5 (ntom (22 - 2)
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Del mismo modo se puede comprobar que:
2

(2 =" vy —m)

Por tanto, las dispersiones de los valores de L, y ﬁy valen:

ALJ;:ALy:h\/% 1 +1) = m?]

Vamos a ver como podemos interpretar este resultado. Vamos a considerar la imagen
que se muestra en la figura: tenemos que si la particula se encuentra en el estado |k, [, m)
tiene bien definido el médulo del momento angular y la proyeccién del momento angular
sobre el eje z. Por tanto, podemos imaginarnos que el momento angular forma un cono, es
decir, que el dngulo « de la figura no tiene un valor definido (puede tomar cualquier valor
entre 0 y 27 con la misma probabilidad). Las distancias OL y OM valen:

OL=h/I(l+1) y OM =hm
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Por otro lado, si el angulo a tuviera un valor bien definido la proyeccién del momento
angular sobre el eje x valdria: L
L, = OLsin 3 cos«

Podemos calcular el seno de § de la forma:

. i m? Il 4+1)=m?  h\I(l+1) —m?
Slnﬁ—\/l—cosB—\/l—l(l+1)—\/ = —

L(I+1) OL

de modo que
L, =hI(l4+1)—m?cosa

Vamos a calcular el valor medio de L, y L? a partir de esta expresién teniendo en
cuenta que o toma valores arbitrarios entre 0 y 27.

(Ly) = hyI(l+1)—m?2{cosa)=0
(12) = WA+ )—m?] {cos?a) =" [11+1) —m?]
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Por tanto, a partir de estos resultados vemos que el valor medio de L, vale cero, mientras
que su dispersién vale:

ALx:ﬁ\/% L +1) = m?]

es decir, que se obtiene el mismo resultado que calculando el valor medio de los operadores.
En consecuencia hemos podido interpretar el resultado del valor medio de la componente
L, y su cuadrado cldsicamente, como si el momento angular (para una particula en el
estado |k,l,m)) tuviera médulo y proyeccién sobre el eje z bien definido pero de forma
que el dngulo « es una variable aleatoria unfiormemente distribuida entre 0 y 27. Hay
que tener cuidado con esta imagen clésica, ya que podriamos pensar que si medimos la
componente L, podemos obtener cualquier valor, ya que el momento angular (con esta
imagen) subtiende todo el cono. Sin embargo, sabemos que no es asi, ya que si medimos
el valor de L, s6lo podemos obtener valores que sea miiltiplos enteros de h.

Para terminar, vamos a analizar la forma de los arménicos esféricos. Supongamos que
una particula tiene valores bien definidos del médulo del momento angular y de su proyec-
cién sobre el eje z. La funcién de onda de la particula en la representacién coordenadas
serd de la forma:

h(r) = f(r)Y™(0, )

La densidad de probabilidad de encontrar a la particula en la posicién r vendrd dada
por la expresién:

()] = 1) [V (0, )"

Vamos a dibujar la parte angular de la densidad de probabilidad de encontrar a la
particula, que viene dada por la funcién |Y;"(6, @)]2. Para dibujar estas funciones vamos
a utilizar la siguiente representaciéon: para cada direccién dada por los dngulos 0 y ¢,
dibujamos un punto que se encuentra a una distancia del origen igual a |Y;™(6, )|*, de
modo que todos los puntos para todas las direcciones 0 y ¢ describen una superficie. En el
apartado anterior hemos visto las espresiones de los primeros armdnicos esféricos, de modo
que a partir de estas expresiones podemos representar gréficamente esas superficies, que
son las que se muestran en la siguiente figura.
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Una representacion més 1til es representar el corte de las superficies anteriores con el
plano xz. En la siguiente figura se muestra este corte, con todas las figuras representadas
en la misma escala.
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Aunque es dificil hacerse una imagen del sentido fisico de estas figuras, podemos inter-
pretarlas en algunos casos. Para l = 0y m = 0, la particula no tiene momento angular, de
modo que la distribucién angular es uniforme, es decir, que la funcién de onda es simétrica
respecto del origen y, por tanto, la superficie correspondiente a la funcién Y (6, ) es una
esfera. Por otro lado, podemos ver que si fijamos el valor de [ y para dicho valor tomamos
m = =£l, la componente L, toma el méximo valor posible. Podemos ver en las figuras que la
méxima probabilidad de encontrar a la particula la tenemos en el plano xy. Este resultado
es 16gico, ya que si una particula clédsica tiene su momento angular en la direccién del eje
z se moverd en el plano xy. Si disminuimos el valor de m, la trayectoria de la particula se
va alejando del plano zy.

Por tltimo, podemos ver la dependencia de los arménicos esféricos con el nimero m
para un valor fijo de [ mds elevado. En la siguiente figura se puede ver el corte de los
armonicos esféricos con el plano xz para [ = 5 y distintos valores de m. Como se puede
ver, para valores bajos de m la distribucién de probabilidad angular estd cercana al eje z.
Cuando m va aumentando la distribucién angular se va alejando del eje z y acercdandose
al plano xy.



