Barrera de potencial. Efecto tunel.

Vamos a estudiar otro tipo de potencial conocido como la barrera de potencial y que esta
representado en la siguiente figura.
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Barrera de potencial.

El potencial vendra dado en este caso por la siguiente funcion:

0 paraz <0
V(iz)=¢ Vo paral0<z<a
0 parazxz>a

Al igual que en la seccién anterior podemos analizar en primer lugar qué ocurrirfa desde
el punto de vista cldsico. Si una particula tiene una energia menor que V) no serd capaz de
atravesar la barrera y rebotara con la misma velocidad que llevaba pero en sentido contrario.
Por el contrario, si la energfa de la particula es mayor que V{ serd capaz de atravesar la
barrera. Mientras se encuentra en la zona de la barrera su cantidad de movimiento serd
p = /2m(E — V). Por tanto, el coeficiente de transmisiéon que precide la teoria cldsica
sera T =0si E<VoyT =151 E> V.

Como en el caso anterior vamos a estudiar por separado el caso en que la energia de
la particula incidente sea menor o mayor que la energia de la barrera y al igual que en el
caso anterior, vamos a analizar las soluciones estacionarias.

- Caso F < V.

Al igual que para el potencial escalén, la solucién a la ecuacién de Schrodinger independi-
ente del tiempo se puede encontrar facilmente si dividimos la solucién en tres regiones.

oi(x) parax <0
p(x) =9 ¢ulr) parad<z<a
¢m(r) paraz >a

Las ecuaciones que satisfacen cada una de estas funciones son las siguientes:
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Las soluciones de estas ecuaciones diferenciales son iguales a las del problema anterior.
Vamos a suponer de nuevo que las particulas inciden desde la izquierda, de modo que en
la regién x > a no pueden existir particulas que viajen hacia la izquierda, ya que no existe
ninguna variacién del potencial que pueda producir una reflexién (rebote) de particulas.
En este caso, la solucién serd de la forma:

or(z) = Aet* + Ale™™*  para x <0
o(x) =< ¢p(r) = Be!* + B'e” para0 <z <a
o (z) = Cethe para r > a
En la zona de la barrera hay que mantener las dos exponenciales ya que no hay ningin
motivo para eliminar ninguna de las dos. Imponemos a continuacién la continuidad de la
funcién ¢(x) en los puntos z = 0 y x = a. Esto supone que las constantes que aparecen
en la soluciéon deben satisfacer las siguientes ecuaciones:

A+ A =B+ DB

Ber® + B'e—re = (Cletka
ikA —ikA" = pB — pB’
pBer® — pB'e= P = jkCeike

Continuidad de la funcién ¢(x) : {

Continuidad de la primera derivada : {

A+ A =B+ DB
Bef® + Ble=rt = (Ce'ke
1kA —ikA" = pB — pB’
pBer® — pB'er* = jkCeike
Vamos a resolver este sistema de ecuaciones. En primer lugar, vamos a escribir B y B’
en funcién de C. Las ecuaciones segunda y cuarta se pueden escribir de la siguiente forma:

Ber® + Ble—rr = (Cletka

k.
Ber® — Ble=re = j—(etka

p
k. .
Sumando estas dos ecuaciones queda: 2Be”® = (1 + i—)e**C, de modo que B =
p
" .
prin e~ ek,
2p
k. .
Si restamos las ecuaciones queda: 2B'e " = (1 — i—)e***C, de modo que B’ =
ik A
P cpagikacy,

Por otro lado, las ecuaciones primera y tercera se pueden escribir de la siguiente forma:

A+ A = B+ B

P P
A—-A = —i=B+i-B
1 3 +1 2
k—1 k+1
Si sumamos las dos ecuaciones queda: 24 = iy + ZZPB’ . Sustituimos ahora

los valores que hemos encontrado antes para By B'.



b ” A bt ik A
24 — ( Zp)(p + )e—paezkao + ( + Zp)(p [ )epaezkao
2kp 2kp
Esta expresién se puede reordenar y utilizando las funciones hiperbdlicas se puede
escribir de la siguiente forma:

2A = 1 (2kp cosh(pa) — i(k* — p®) sinh(pa)) e**C

kp
de modo que ya tenemos el valor de C' en funcién de A:
2k —ika
C pe

= A
2kp cosh(pa) — i(k? — p?) sinh(pa)
A partir del valor de C' podemos obtener los valores de B y B’
(p + ik)ke re
2kp cosh(pa) — i(k? — p?) sinh(pa)
(p — ik)ker®
2kp cosh(pa) — i(k? — p?) sinh(pa)

B —

B’ A

k+ipB+k;—z'pB,

Por ultimo, de las ecuaciones primera y tercera se obtiene que 2A’ = ?

y sustituyendo los valores de B y B’ se obtiene el valor de A’ en funcién de A.
. —i(k® + p*) sinh(pa)
~ 2kpcosh(pa) — i(k% — p?) sinh(pa)

Las soluciones estacionarias son por tanto en este caso:

( Agilka—ot) —i(k? 4 p?) sinh(pa)
2kp cosh(pa) — i(k? — p?) sinh(pa)
2kp cosh (p(z — a)) + 2ik? sinh (p(z — a))
2kp cosh(pa) — i(k? — p?) sinh(pa)
Qkpefika
2kp cosh(pa) — i(k? — p?) sinh(pa)

Aet(=ke=wt)  para x < 0

Ae~wt para 0 <z <a

wE(l', t) =

Aeilhr=ut) para r > a

\

Estas soluciones nos permiten analizar de nuevo en este caso la influencia del potencial
sobre un flujo de particulas de energia bien definida que incide sobre la barrera. En la
regién x < 0 podemos ver que se propagan dos ondas: incidente y reflejada, que nos
servirdn para calcular el flujo de particulas incidentes y reflejadas (que han rebotado en el

escalén). El flujo de particulas incidentes vale j; = |A|2 —. El flujo de particulas reflejadas
m

(que rebotan) viene dado por la siguiente expresion.

~ 4k2p? cosh?(pa) + (k2 — p?)2 sinh?(pa) m
(k? + p?)?sinh®(pa) AP hk

_4k2p2 + (k2 + p?)2sinh?(pa) m

i - (k2 + p*)?sinh®(pa) AP hk

3



En este caso, el flujo de particulas reflejadas no coincide con el flujo de particulas
incidentes, por tanto parte de las particulas incidentes son capaces de atravesar la barrera
de potencial. Este fenémeno no se puede explicar desde el punto de vista cldsico y se
denomina efecto tinel. Es como si las particulas pudieran excavar un tinel en la regién
cldsicamente prohibida y atravesar asi la barrera de potencial. En la siguiente figura se
muestra el médulo al cuadrado de la funcién de onda en un instante determinado y para
valores concretos de los pardmetros. Se puede apreciar que la probabilidad de encontrar
particulas més alla de la barrera es distinta de cero.
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Densidad de probabilidad para un caso en que E < Vj.

A partir del flujo de particulas reflejadas podemos calcular el coeficiente de reflexion:

(k2 + p?)? sinh?(pa) - V2 sinh? (\/Qm(VO — E)a/ﬁ)

AR+ (K2 4 p?)2sinh’®(pa)  4E(V, — E) 4 V2 sinh? ( 2m(Vo — E)a/ﬁ)

Por otro lado, el flujo de particulas transmitidas por la barrera vendrd dado por la
siguiente expresion:

4k2p? A2 hk 4k2p?

) — 2 hk
= 4k2p? cosh®(pa) + (k2 — p2)2sinh®(pa) |

m 4k2p% 4 (k2 + p2)2sinh?(pa) m

que como se puede apreciar es distinto de cero. A partir de esta expresion es inmediato
calcular el coeficiente de transmision, que vale:

4k2p? + (k? + p?)?sinb®(pa) 4 F(V; — B) + V2 sinh? ( 2m(Vo — E)a/ h)

Este coeficiente nos da la fracciéon de particulas que son capaces de atravesar la barrera.
Se puede comprobar que se verifica la condicién R+T = 1. En esta expresion se puede ver
que en el limite en que 7 — 0 el coeficiente de transmisién tiende a cero, recuperando asf el
valor que predice la teorfa cldsica. El mismo resultado se obtiene si hacemos tender el valor
de la masa a infinito, por tanto, una particula macroscépica no serd capaz de atravesar
la barrera. Podemos analizar el comportamiento del coeficiente de transmisién con la



anchura de la barrera. Para valores de a grandes, el seno hiperbdlico se hace grande e igual
a e”/2. En este caso podemos obtener la siguiente expresién aproximada del coeficiente
de transmision:

E(V, — E)
%2
Por tanto, para valores grandes de a el coeficiente de transmisién disminuye exponen-

cialmente con la distancia (esta es la base del microscopio de efecto tiinel).

672pa

T~ 16

a — X0

- Caso E > Vj.

Vamos a analizar a continuacion la solucién para el caso en que la energfa de las particulas
es mayor que la energfa de la barrera. En realidad no tenemos que resolver el problema otra
vez, ya que las soluciones son validas si sustituimos p por —ik’, donde k> = 2m(E —Vy) /2.
En este caso la solucién serd de la forma:

or(z) = Aeth® + Ale~ike para v < 0
p(r) = en(z) = B + B'e™* para0 <z <a
e (x) = Cek? para r > a

Si realizamos la sustitucién p = ik’ en todas las ecuaciones podemos obtener directa-
mente la solucién, que serd ahora la siguiente:

(4 k2 — k) sin(k'a) |
Aei(kz—wt) ( i(—ha—wt) <0
e Nkk! COS(k'a) + (kQ + k/2) Sin(k;’a) para r <
. (k? + ]{}/)e_ik,“ei(kw_“’t) _ (k _ k/)eik'aei(—k’w—wt)
M=y A 0<z<
,ébE(x ) ' 20kk! COS(k’a) + (k2 + k/2) Sin(k/a> paral <z <a
2ikk' e~ ke ,
A i(krx—wt) >
| 2ikk’ cos(K'a) + (k2 + k'2) sin(k'a) € para z > a

En la siguiente figura se puede ver el médulo al cuadrado de la funcién de onda en un
instante determinado para valores concretos de los pardmetros. Se puede apreciar que la
probabilidad de encontrar a la particula es mayor en la zona de la barrera, ya que en esta
zona la velocidad es menor (la particula pasa mas tiempo en esa zona).
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Podemos, por ultimo, calcular los coeficientes de reflexiéon y transmision, que son en
este caso:

o (k2 — k)2 sin?(K a) _ V2 sin? (\/2m(E - Vg)a/ﬁ)
4k2k”? 4 (k2 — k'2)? sin2(k;/a) AE(E —Vy) + %2 sin? ( /Qm(E — %)a/ﬁ)

AR2E AB(E — V)

AR+ (k2 = k2)2sin®(Ka)  4E(E — V) + V2sin? ( 2m(E — Vo)a/ ﬁ)

En exta expresién podemos ver que cuando k’'a = nm (siendo n un nimero entero)
el coeficiente de reflexiéon vale R = 0 y el de transmisién 7' = 1 y por tanto todas las
particulas atraviesan la barrera. Esto es similar a lo que ocurre en éptica al analizar la
interferencia en un Frabri-Perot (este fenémeno, en éptica, es el que produce el arcoiris en
una pompa de jabén o en un charco que tiene aceite). Para determinados espesores de la
ldmina se obtiene una transmisién méaxima y para otros minima. Para que se produzca una
interferencia constructiva el camino recorrido entro de la barrera debe ser multiplo entero
de la longitud de onda, es decir: 2a = n)\ y por tanto k'a = nx. En la siguiente figura se
ha representado el coeficiente de transmisién en funcién de la anchura de la barrera.

T
1

AE(E-V)
AE(E-V)+V)}

0
/K 2n/k a

Variacion del coeficiente de transmision con la anchura de la barrera.

Vamos a analizar ahora la variacién del coeficiente de transmisién con la energfa. Vamos
a definir dos parametros adimensionales: n = E/Vy y x = av/2mVy/h. El coeficiente de
transmisién en funcién de estos dos pardmetros adimensionales vale:

An(1— 1) paran <1
_ 4n(1 — n) + sin® (X\/l — 77)
B 4n(n —1
nn ) paran > 1

4n(n — 1) + sin® (X\/77 — 1)

En la siguiente figura se puede ver la variacién del coeficiente de transmisiéon para un

valor particular de y. En la figura se puede apreciar el decaimiento exponencial del coefi-

ciente de transmisiéon para n < 1. Por otro lado, para n > 1 el coeficiente de transmisién
presenta oscilaciones debido al fenémeno de interferencia que acabamos de ver.
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Coeficiente de transmisién en funcién del pardmetro 7.

Hasta ahora, en todos los problemas que hemos estudiado, la energia de las particulas
podia tomar cualquier valor y por tanto el espectro de energias es continuo. En el siguiente
apartado vamos a estudiar un caso para el cual el espectro de energfas es discreto.



