El problema de los dos cuerpos en mecanica cuantica.

El problema de los dos cuerpos en mecédnica clésica es uno de los pocos problemas de interés
que admite una solucién analitica. Como veremos, en mecénica cuédntica también se puede
resolver de forma analitica. Es la primera vez que nos vamos a enfrentar con un problema
en el que intervienen dos particulas.

Vamos a ver cémo tratar un problema de dos particulas en mecanica cudntica. Quere-
mos analizar la interaccién electromagnética de un protén y un electrén, de modo que la
funcién de onda de las dos particulas en la representaciéon coordenadas dependerd de seis
variables y del tiempo de la forma:

w(rpv I'e, t)

El significado fisico de esta funcién de onda es el siguiente: el médulo al cuadrado de
la funcién de onda nos da la densidad de probabilidad de encontrar al electrén y al protén
en determinadas posiciones en el instante t, es decir, que:

|Y(rp, e, t)\Z d3rpd3re

es la probabilidad de encontrar al protén en el elemento de volumen d®r, alrededor del punto
r, y de encontrar simultdneamente al electrén en el elemento de volumen d°r, alrededor
del punto r, en el instante ¢. El hamiltoniano que describa el conjunto de las dos particulas
serd de la forma:
H=H,+ H, + Hyy
donde I:Ip es el hamiltoniano del protén y que es un operador que actia tnica y exclusiva-
mente sobre las coordenadas r, (en la representaciéon coordenadas), H. es el del electrén,
que es un operador que actia tnica y exclusivamente sobre las coordenadas r, y ]:Iim es el
hamiltoniano de interaccién que actuard tanto sobre las coordenadas r, como sobre las r..
Vamos a ver que en el caso en que las particulas no interaccionen, tanto la energia como
la densidad de probabilidad que hemos visto anteriormente se comportan como se espera,
es decir, que la energfa total de las particulas es la suma de la energfa de cada particula y
la densidad de probabilidad de encontrar a las particulas en determinadas posiciones es el
producto de las densidades de probabilidad individuales de cada particula.
Si no existe interaccién entre las dos particulas el hamiltoniano sera:

=1+ A,

Si queremos resolver el problema de autovalores del hamiltoniano, en este caso, podemos
aplicar el método de separacién de variables y buscar autofunciones del hamiltoniano de
la siguiente forma:

Y(rp,r.) = ?Dp(rp)we(re)

Si 4, (r)) es una autofuncion de H, de autovalor E, y 1, (r.) una autofuncién de H, de
autovalor E., entonces podemos comprobar que la funcién (r,, r.) es una autofuncién de
H:

~

p(xy,ve) = (Hy+ ) 0, 5)0,(x0) = (By + B, (50 (re) = (B + E) ¥(x,x.)
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Por tanto 9 (r,,r.) es una autofuncién de H de autovalor E,+ E.. Este resultado es el
que cabria esperar, es decir, que la energfa total de las dos particulas es igual a la suma de las
energfas de cada particula. Por otro lado, si la funcién de onda es ¢(r), rc) = 1, (r,) . (re),
la probabilidad de encontrar al protén en el elemento de volumen d°r, alrededor del punto
r, y de encontrar al electrén en el elemento de volumen d®r, alrededor del punto r., viene
dada por:

[0, (0) 0 (x0) | dPrypdPr, = [0, (v, dPry b, (x) 2 &P

es decir, que es igual a la probabilidad de encontrar al protén en el elemento de volumen
d’r,, alrededor del punto r, multiplicada por la probabilidad de encontrar al electrén en el
elemento de volumen d®r, alrededor del punto r.. En resumen, cuando las dos particulas no
interaccionan las podemos tratar por separado y podemos diagonalizar sus hamiltonianos
por separado.

Operadores de posiciéon y cantidad de movimiento del
centro de masas.

Vamos a tratar ahora el problema del dtomo de hidrégeno. El &tomo de hidrégeno estd
compuesto por un protén y un electrén que interaccionan mediante el potencial Coulomb.
Por tanto, el hamiltoniano del sistema de las dos particulas es:

jis P> 1 e?

2m,  2m. Aneg [T — T

H =

donde los operadores momento que aparecen en esta expresion, en la representacién coor-
denadas, son: . .
bp=—ihV, vy Pe=—ihV.

Queremos resolver el problema de autovalores del hamiltoniano. Como existe interac-
cién entre las dos particulas no podemos encontrar autofunciones de la forma (r,,r.) =
Y, (rp)th.(r.). Sabemos que en mecénica cldsica el problema de los dos cuerpos se puede
reducir a uno sé6lo. Vamos a ver que en mecénica cuéntica se puede hacer lo mismo. En
primer lugar, vamos a analizar cémo se reduce el problema a una sola particula en mecénica
clasica para tener una idea de cémo hacerlo en mecénica cuantica. La funcién lagrangiana
cldsica para el conjunto de las dos particulas viene dada por la siguiente expresion:

1 e?

47‘1’50 |re — rp|2

1 1
L= émp@% + §m67‘~§ +

Podemos definir los momentos p,, y p. conjugados de las variables r;, y r. de la siguiente
forma:

oL oL

= —— =M I.‘ e — . —= mei‘e
Pp o, pIp Y P oF.

Para reducir el problema a una séla particula se utilizan una nuevas coordenadas:
coordenadas para el movimiento del centro de masas y coordenadas para el movimiento



relativo, y que vienen dadas por las siguientes expresiones:

myry, + Ml
Teyp = - 2 y r=re—1I,
my + Me

Podemos expresar las antiguas coordenadas en funcién de las nuevas de la siguiente
forma:
Me my

ry =Ty — ——— T y re =Ty + ——T
P my + me my, 4+ me

Vamos a expresar la funcion lagrangiana en funcién de las nuevas coordenadas como
sigue:

2
I myme ., 1 e

—_— ’r’ —_—
2m, + me 4regr?
o bien en funcién de la masa reducida p = m,m./(m, + m.)

1 ) L.
L= E(mp—l—me)rzm—kéur +——
A continuacién podemos definir los momentos conjugados de las variables r.,, y r de la
siguiente forma:
oL (m, +my) § oL . myme
= =(my,+me)T = = pur =———r
Pem 6i'cm D e)Lem y P 8r H

my 4+ M.

Vamos a ver qué relacién existe entre los nuevos momentos y los antiguos:

S omy . me
Pen =Pp T Pe Y p_mp+mepe mp+mepp

Finalmente, la funcién hamiltoniana en funcién de las nuevas variables sera:

SEY SR
2(m,+m.)  2u Admegr

A la vista de la funcién hamiltoniana podemos dividir el problema en dos: por un lado
el movimiento del centro de masas corresponde al de una particula libre de masa m, + m,
y por otro, el movimiento relativo corresponde a una particula de mas 1 que se mueve en
el potencial de Coulomb.

Todo lo que hemos visto utilizando la descripcién cldsica nos va a servir a continuacion
para simplificar el problema de los dos cuerpos en mecédnica cudntica. Al igual que hemos
hecho en mecédnica cldsica, vamos a considerar un sistema formado por un protén y un
electréon que interaccionan mediante el potencial de Coulomb. El operador hamiltoniano
correspondiente al sistema de las dos particulas sera:

i i Ji 1 e?

- ~ ~ 12
2m,  2m. 4rmeg |1'e -t
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Aligual que en mecénica clasica no podemos separar el movimiento de las dos particulas.
Sin embargo, al igual que en mecédnica clédsica, podemos utilizar unos nuevos operadores,
de modo que al final nos quede un operador hamiltoniano que corresponda al movimiento
independiende de dos ”particulas”: el centro de masas y el movimiento relativo. Lo que
tenemos que hacer es definir unos nuevos operadores que se relacionen con los antiguos
de la misma forma que las varibles cldsicas. Es decir, que vamos a definir los siguientes
operadores:

_ Mprp + MeTe

ty,=——m— t=1,—T
myp + M !
A~ ~ A A~ mp A Me ~
Pem :pp+pe P= Pe — Pp
my + M. my, + Me

Vamos a ver que los operadores T, Per ¥ T, P sOn canénicos conjugados (es decir, que
verifican las reglas de conmutacién correspondientes a operadores canénicos conjugados).
Vamos a partir de que los operadores t,, p, ¥ T, P son canénicos conjugados y, por tanto,
verifican las siguientes reglas de conmutacién:

[Ppis Pps] = 1Ry y [Peis Pej] = M0y
Vamos a comenzar con los operadores del centro de masas:

MpTpi + MeTei N -
Ty tm, e TP T
54 e

B MpTpi Melei . |
- ’ppj + »pej -
My + Me My + Me

m MeXre;
= —L2 —ihd;; + ——=—ihd;; = ihdy;
my + M. my + Mme

[fcmiy ﬁcm]] - |:

Podemos hacer los mismo para las variables del movimiento relativo:

mp

. Mme
Pej — Ppi| =
My =+ Me My =+ Me

) m, . R me .
Teiympej + Tm‘,m—ppj =

[f.zaﬁj] = |:7¢.6i - fpia

= L Zﬁ(sl] + _Me zhdw = zﬁéu
myp + Me my, + M

Estas reglas de conmutacién nos aseguran que en la representacion {|t.,,)} el operador

Do acttia de la forma —ifiV ., y del mismo modo, en la representacion {|f)} el operador p

actda de la forma —ifiV. De todas formas, podemos comprobarlo a partir de cémo actiian

los operadores P, y P en la representacién coordenadas. Como ejemplo vamos a calcular

céomo actia el operador Pen., que segin hemos dicho debe valer —ihd/0x.,,. Vamos a



verificarlo:
i R I
Pema = ppx +pex— Zﬁ(')_xp Zha$e -
0 Oren ., 0 Ox - 0 O0zenm ,ha or

- ik — i — — —ih—n— =
! 0T Ox) ! Ox Oz, ! 0% O%e ! Ox Oz,
— ip 0 + z’}’i2 _ g 0 — iﬁi =
My + Me 0T e, ox My + Me O e, ox
0
— _in
' 0T em

como querfamos demostrar.
También se puede demostrar ficilmente que los opedarores del centro de masas con-

mutan con los del movimiento relativo, de modo que las particulas "centro de masas" y

"movimiento relativo" son independientes.



