El limite clasico de la ecuacién de Schrodinger.

En el apartado anterior, hemos introducido la funcién de onda cuasicldsica, de modo que
la fase de dicha funcién sea correcta en el limite cldsico. Sin embargo, la funcién de onda
cuasicldsica no tiene una amplitud correcta y como veremos ni siquiera puede ser una
solucion estacionaria. En el tema anterior vimos, tanto al principio del tema como al final
al estudiar el limite cldsico del oscilador armdnico, que cuando varia la velocidad clésica de
la particula también varfa la amplitud de la funcién de onda. En particular vimos que si en
una region disminuye la velocidad clédsica la amplitud de la funcién de onda aumenta y al
contrario cuando aumenta la velocidad clasica. La funcién de onda cuasicldsica tiene la fase
correcta en el limite cldsico, de modo que lo que vamos a hacer es introducir un término
de amplitud para obtener una funcién de onda atn maés correcta en el limite clésico.

En el tema anterior vimos que cldsicamente la densidad de probabilidad de encontrar a
la particula, en un estado estacionario, debe variar como la inversa de la velocidad cldsica,
de modo que la siguiente funcién de onda podrd describir a una particula correctamente
en el limite clésico:
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En muchas ocasiones (cuando el potencial no depende de la velocidad) el momento
conjugado p de la particula coincide con la cantidad de movimiento, de modo que podemos
escribir la funcién de onda anterior como:
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Esta funcién de onda constituye, como veremos, la aproximacién WKB. Ademds de
tener la fase correcta en el limite cldsico, también se ha corregido el problema de la ampli-
tud. Ademés esta funcién de onda, como vamos a comprobar, si que representa un estado
estacionario. En un estado estacionario la densidad de probabilidad de encontrar a la
particula no depende del tiempo, de modo que si consideramos la ecuacién de continuidad:
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se debe verificar que la densidad de corriente debe ser constante. Si recordamos, la densidad
de corriente viene dada por la expresion:
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En nuestro caso, para la funcién de onda que estamos considerando, la densidad de
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de modo que efectivamente la densidad de corriente es constante y se verifica la ecuacion
de continuidad (por el contrario la funcién de onda cuasicldsica no verifica la ecuacién de
continuidad). De modo que hemos encontrado mediante argumentos intuitivos una funcién
de onda que debe describir correctamente el movimiento de las particulas en el limite
clasico. Lo que vamos a hacer a continuacién es analizar el limite cldsico de la ecuacién
de Schrodinger, es decir, en qué se convierte esta ecuacién cuando podamos considerar la
constante de Planck como pequena. Como veremos, en este limite se recupera la mecdnica
clésica.

Vamos a analizar la ecuaciéon de Schrédinger en una dimensién (aunque los resulta-
dos que vamos a obtener se generalizan muy facilmente al caso de tres dimensiones) que
recordamos que era:
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Podemos considerar sin pérdida de generalidad la siguiente funcién de onda:
U(x,t) = Az, t)ehs(’“" t)

donde A(z,t) y S(z,t) son dos funciones reales (en principio la funcién S(x,t) no se debe
confundir con la accién cldsica, aunque veremos que en el limite clédsico coincide con la
accién). Vamos a introducir esta funcién de onda genérica en la ecuacién de Schrodinger.
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Una vez que hemos eliminado el factor comiin ei”, la parte real e imaginaria de los dos
términos deben ser iguales de forma independiente, de modo que, teniendo en cuenta que
las funciones A y S son reales, se obtienen las siguientes dos ecuaciones:

WOA _ _h0ADS b e
ot m Ox Ox 2m Ox?
dS h2 92A S\ >



Estas dos ecuaciones son equivalentes a la ecuacién de Schrodinger, ya que hasta el
momento no hemos hecho ninguna aproximacién. Vamos a analizar cada una de estas
ecuaciones por separado. La primera ecuacién la podemos escribir como:
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Es decir, que la primera ecuacién no es otra que la ecuaciéon de continuidad para la
densidad de probabilidad de la posicién. Por tanto, la densidad de corriente de probabilidad
viene dada por:
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Si hacemos la analogfa con un fluido, la densidad de probabilidad en cada punto del
espacio se mueve con una velocidad:
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Vamos a analizar a continuacién la segunda ecuacién, que se puede escribir como:
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Ahora si que vamos a tomar el limite cldsico. Si consideramos el caso limite A — 0
podemos despreciar el primer término, de modo que la ecuacién queda:
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Esta ecuacién no es otra que la ecuacién de Hamilton-Jacobi para la accién clasica
de la particula. Si recordamos la mecéanica clédsica, el gradiente de S es precisamente el
momento, de modo que:
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(l6gicamente, en el caso en que el potencial no dependa de la velocidad), De modo que
lo que hemos encontrado es que en el limite en que 7 — 0, los puntos de la densidad de
probabilidad se mueven siguiendo las trayectorias cldsicas. En este limite desaparece el
principio de indeterminacién, ya que los operadores & y p conmutan y se puede determinar
simultdneamente la posiciéon y el momento de una particula, por tanto hemos recuperado
la mecdnica clasica. Lo que no queda claro es que la interpretacién probabilistica de la
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mecdnica cudntica tienda al determinismo de la mecédnica cldsica, pero este es un tema que
no trataremos atn ya que constituye hoy en dia un tema de investigacién. Podemos ver
que la ecuacién de Hamilton-Jacobi es equivalente a la ecuacién de Newton de la siguiente
forma. Si tomamos la derivada parcial respecto a x de la ecuacién de Hamilton-Jacobi
obtenemos el siguiente resultado:
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si consideramos que 05/0x = muv y reordenando términos, obtenemos que:
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El término que aparece a la izquierda es precisamente una derivada total respecto del
tiempo, ya que
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de modo que la ecuacién de Hamilton-Jacobi nos ha conducido a la siguiente ecuacion:
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que es la ecuaciéon de Newton de la mecédnica cldsica.

A lo largo de este apartado hemos analizado cémo la teoria cudntica tiende a la cldsica
en el limite A — 0. En este lfimite no sélo la descripcién de las particulas tiende a la
teorfa cldsica, sino que también la descripcion de la radiacién tiende también a la teorfa
ondulatoria cldsica dada por el electromagnetismo.

Por 1ltimo, podemos ver que la funcién de onda que propusimos intuitivamente al
principio del tema es la que se obtiene en el limite en que la constante de Planck se hace
pequena. La ecuacién de continuidad nos ha quedado:
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Para una solucién estacionaria el primer término es nulo, de modo que:
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En el limite 7 — 0, vl (la velocidad cldsica), de modo que A = C'/{/v y las
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soluciones estacionarias son de la forma:
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donde S es la accién cldsica, de modo que se recupera la funcién de onda cuasiclésica.

En el siguiente apartado vamos a analizar formalmente la aproximacién WKB y vamos
a ver cémo podemos utilizar la solucién cldsica para obtener el compotamiento cudntico
de las particulas.



