Estados estacionarios y niveles de energia del atomo de
hidrégeno. Degeneracion.

En lugar de utilizar el nimero entero k se suele definir un nuevo nimero n = k + [, de
modo que las posibles energfas en funcién de este nuevo niimero son:
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Dado un valor de n y [, la funcién y(p) es un polinomio con términos de orden
Pt --- p", y dado un valor de n el mimero [ sélo puede tomar los valores [ = 0,1,---n—1
(el méximo valor de [ se obtiene cuando & toma el minimo valor, que es k = 1). Por tanto,
existe una nueva degeneracién en los autovalores de la energfa, ya que la energfa sélo
depende del nimero cudntico n, y para cada valor de n existen varios valores de [ que
corresponden a la misma energfa. Esta degeneracién se denomina accidental ya que no
proviene de una simetria del operador hamiltoniano.

Vamos a ver cual es la degeneracién de cada nivel de energfa. Segin hemos visto, la
energia viene dada por el nmimero entero n. Una vez fijado el valor de n el niimero [ toma
los valores [ = 0,1,--- ,n—1 y una vez fijado el valor de [ el niimero m toma 2/ + 1 valores,
que son m = —I,—l+1,---,0,--- 1 — 1,[. Por tanto, para cada valor de n existen g,

estados donde
I=n—1

gn= > (21+1)
1=0
Podemos realizar esta suma graficamente tal como se muestra en la siguiente figura. En
cada recuadro se ha colocado el valor de [, de modo que hay que colocar 2/ + 1 recuadros
con dicho nimero. A partir de la figura estd claro que el niimero total de estados vale
gn = n? (segiin veremos cuando introduzcamos el espin el nimero de estados para cada
valor de la energia es el doble, ya que el espin puede tomar dos valores distintos).
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Vamos a ver a continuacién cémo son las autofunciones. Nos preocuparemos sélo de
la funcién de onda correspondiente al movimiento relativo, ya que la correspondiente al
centro de masas es trivial.

Lo primero que tenemos que hacer es reunir toda la informacién que hemos obtenido en
las secciones anteriores. En primer lugar, vimos que se podia separar la dependencia radial
de la dependencia angular, de modo que la funcién de onda para el movimiento relativo se
puede escribir como:

b(r,0,0) = R(r)Y;"(0,¢)
En segundo lugar, expresamos la funcién R(r) en funcién de u(r), de modo que:

R(r) = M
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A continuacién expresamos la funcién u(r) en funcién de y(r) de modo que:

R(r) = e 7"y(r)
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Y por tltimo, hemos visto que la funcién y(r) es un polinomio con términos r -

es decir, que si fijamos valores de n, [, m la funcién de onda serd de la forma:
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donde @,,;(r) es un polinomio de grado n — [ — 1. Vamos a ver cuanto vale 5 en funcién

de n:
B =+ —2uE/h=+\/2uEy/nh

Si tenemos en cuenta que 2uEy = h?/a?, queda 3 = 1/nay. Por tanto, la funcién de
onda queda de la forma:

wnlm (T7 97 @) - rle_r/nao le(r)y}m(ﬁ, 90)

Por tltimo, vamos a dar la expresién del polinomio Q,,;(r), para lo cual vamos a definir
los polinomios de Laguerre y los polinomios asociados de Laguerre.
Los polinomios de Laguerre se definen como un polinomio de grado p dado por:

Qtdp

L,(x)=e (e*xxp)

dxP

A partir de estos polinomios podemos definir los polinomios asociados de Laguerre como
un polinomio de grado p dado por:

k
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En particular Lg(x) = L,. Los coeficientes de los polinomios de Laguerre se pueden
obtener a partir de las siguientes férmulas analiticas:
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En particular L{(z) = k!.
La funcién generatriz de los polinomios asociados de Laguerre viene dada por la si-
guiente expresion:
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Por 1ltimo, los polinomios asociados de Laguerre satisfacen la siguiente condicién de
ortogonalidad:
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Pues bien, la funcién @, ;(r) es un polinomio asociado de Laguerre. La expresion de
los estados estacionarios normalizados del dtomo de hidrégeno es la siguiente:
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Estos estados estacionario estén en la representacién coordenadas y en notacién de Dirac
los notaremos como |n,l,m) o [1,,;,,). Segin hemos visto, el espectro del hamiltoniano
es degenerado, de modo que el hamiltoniano no forma un CCOC, del mismo modo los
operadores H y L2 por sf solos no forman un CCOC. Sin embargo, el conjunto de operadores

{H L2 L.} si que forma un CCOC. Esto quiere decir que si medimos sucesivamente

estas tres magnitudes conoceremos perfectamente el estado del &tomo (como veremos més
adelante también es necesario medir el espin).
Vamos a dar a continuacién las expresiones de los primeros estados estacionarios.
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Dada la funcién normalizada v (r, 0, ¢) = R(r)Y," (6, ¢) nos podemos preguntar el sig-
nificado de cada una de las funciones. Si consideramos que la masa del protén es muy
grande en comparacion con la del electrén, el centro de masas coincide practicamente con
el protén, de modo que la funcién ¥ (r, 0, ¢) serd aproximadamente la amplitud de proba-
bilidad de encontrar al electrén en un elemento de volumen determinado dentro del 4tomo
de hidrégeno. Con esta consideracion, el médulo al cuadrado de la funcién anterior nos da
la densidad de probabilidad de encontrar al electrén, es decir, que

|R(r)[* [Y;™(8, ¢)|* dwdyd:

es la probabilidad de encontrar al electrén en el elemento de volumen dzdydz alrededor de
la posicién dada por r, 6, y ¢. El elemento de volumen lo podemos escribir en coordenadas
esféricas, de modo que la expresién anterior se puede escribir como:

\R(r)| Y0, 9)[? r2drdS)

donde df2 = sin 6§ dfdp es el diferencial de angulo sélido. La expresién anterior se interpreta
como sigue. Por un lado la funcién |R(r)|* 72dr es la probabilidad de que al medir la
distancia del electrén al protén (ntcleo) ésta esté conprendida entre r y r 4+ dr, de modo
que |R(r)|> 72 es la densidad de probabilidad de que al medir la distancia r obtengamos un
valor determinado. Por otro lado, la funcién [Y;"(6, ¢)|* d es la probabilidad de que al
medir la posicién del electrén ésta esté comprendida en el dngulo sélido df2 alrededor de
la direccién dada por los valores de 6 y . Vamos a representar gréficamente la densidad
de probabilidad de encontrar al electrén para los primeros estados. En la siguiente figura
se ha representado la funcién | R, (r)]* [Y;"(8,0)|* 2 para los primeros estados, o lo que es
lo mismo, la funcién [¢,,,,(r, 0, 0) |2 r2. La linea inclinada de las figuras representa el eje z.
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En las siguiente figuras podemos ver una imagen artistica de la densidad de probabilidad

| R, (7)? [Y;(0,0)[° * de encontrar a la particula, para los estados anteriores.
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Para términar este apartado, vamos a ver cémo es la dependencia radial de las funciones
V,m (1,0, ). Las primeras funciones radiales R,,;(r) se muestran en la siguiente tabla:
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En las siguientes figuras se ha representado la densidad de probabilidad radial, es decir,
las funciones | Ry, (r)|*> 7% para los primeros orbitales (estados) del 4tomo de hidrégeno.
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