Solucién algebraica. Operadores de creacién y aniquilacién.

En este apartado vamos a resolver de nuevo el problema del oscilador arménico utilizando
un método mucho més elegante mediante la notacion de Dirac, en lugar de utilizar directa-
mente la representacién coordenadas. Anteriormente vimos que el operador Hamiltoniano
para el oscilador armoénico era:
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donde los operadores & y p verifican la regla de conmutacion [z, p| = ih

Queremos resolver la ecuacién de autovalores del Hamiltoniano ya que nos proporciona
los estados estacionarios. Es decir, que queremos encontrar los vectores |¢) y valores F
que verifican la siguiente ecuacion:

Hlp) = E|p)

Vamos a definir los siguientes dos operadores adimensionales:

_ fmw _ 1
xr = —X =
7 y p /_mﬁwp

que verifican la regla de conmutacién [z, p| = i
El operador Hamiltoniano en funcién de estos nuevos operadores vale:

~ o hw
H= = (2% +p°)

Si los operadores = y p fueran nimeros en lugar de operadores podrfamos haber escrito
el Hamiltoniano también de la forma hAw (z — ip) (T + ip) /2, aunque sablemos que no es
posible. Sin embargo, vamos a ver cémo se puede simplificar el problema de autovalores
del hamiltoniano introduciendo los siguientes operadores:

(5 +ip) t= — (@ —ip)
a=— (T+ip a'=— (T —1ip
V2 ' V2
Esta claro que uno es el adjunto del otro. A partir de estos operadores podemos obtener
los operadores Z y p de la forma:

fzi(af—i—a) y L(a*—a)

V2

Vamos a calcular el conmutador de los operadores a y a':

[a,a] :%[ﬁ_ﬂ+7§ﬁ,f—iﬁ] :—;[x,p]+—[p,yz-] =1

DO | =
~.

A partir de los operadores a y a' podemos definir un nuevo operador que sera el producto
de los dos:

1 1
N =d'a= = (z—ip) (T +ip) = 5 (¥ + P +i (¥p — pr)) =

5 5 (Z+p*-1)
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De modo que podemos expresar el operador Hamiltoniano en funcién de este nuevo
operador como:

lﬁ[:ﬁw(N—I—%)

Vamos a obtener otros dos conmutadores que seran de utilidad:

[N.a] = [d'a,a] =d'[a,a] + [a',a] a =—a
[N, aq = [aTa, aT] =qf [a,aq + [aT,aT} a=al

Si resolvemos el problema de autovalores del operador N habremos resuelto también
el problema de autovalores del Hamiltoniano ya que H es una funcién de N. Vamos
a suponer que n (que no tiene por que ser un entero) es un autovalor de N y |p,) un
autovector correspondiente a dicho autovalor, de modo que N |g,) = n|p,). Vamos a ver
que el af |, ) también es un autovector de N:

Na'|p,) = (aTN + aT) 0, = (n+1)a|p,)

Por tanto el ket a' |, ) es un autovector de N de autovalor n + 1. Por este motivo el
operador @ se denomina operador de creacién. Vamos a ver que el ket a |p,,) también es
un autovector del operador N:

Nalp,) = (aN —a)[e,) = (n = 1) alp,)

de modo que también es un autovector pero de autovalor n— 1. Por este motivo el operador
a se denomina operador de aniquilacién.

En el apartado anterior vimos que los autovalores del hamiltoniano deben ser mayores o
iguales que cero. Vamos a ver que el espectro de autovalores del operador N estd constituido
por los niimeros enteros positivos, es decir, n = 0,1,2,---. Vamos a suponer que no fuera
asi, que modo que pudiera existir un autovalor de N que fuera un nimero real n no
entero. En este caso, al autovector correspondiente |p,,) podemos aplicarle el operador a y
obtendrfamos otro autovector de autovalor n — 1. Si hacemos esto sucesivamente en algiin
momento obtendremos autovalores de N que den lugar a valores de la energia negativos, lo
cual sabemos que no es posible. La tnica forma de que la sucesiva aplicacién del operador
a se corte en algin momento, de modo que no obtengamos autovalores cada vez menores,
consiste en que los autovalores n sean nimeros enteros. De esta forma, si partimos de
un cierto autovalor n y al correspondiente autovector |p, ) le aplicamos el operador a
obtendremos un nuevo autovector de autovalor n — 1. Llegard un momento en el que
obtengamos el autovector |p,). Si a este vector le aplicamos el operador a obtendremos un
autovector de N de autovalor 0, es decir, proporcional al |¢,). Podemos pensar que si a
este vector le aplicamos de nuevo el operador a, obtendremos un autovector de autovalor
—1, es decir, proporcional al ‘go_l>. Pero esto no es asi, ya que si calculamos la norma
del vector a |gy), nos queda: (@o| atalpy) = (wo| N |py) = 0y esto solo es posible si el ket
alp,) vale 0. Por tanto, se corta la serie y no obtenemos autovectores de H con energias
negativas. Debido a la relacion que existe entre los operadores Ny H los autovalores de

H son los nimeros: .
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Vamos a encontrar el estado fundamental del Hamiltoniano. Este estado es un autovec-
tor de N de autovalor 0, es decir, con la notacién que estamos utilizando serd el vector
|©)- Segiin acabamos de ver este vector satisface la condicién a |¢,) = 0, de modo que:

(T +1p) [po) = % (@x + i\/%ﬁ) l0g) = 0

Vamos a resolver esta ecuacién utilizando la representacién coordenadas:

dpg(x)
mwry(z) + h e 0

integrando esta ecuacion se obtiene que

22

o) = 2
que es el mismo resultado que obtuvimos en el apartado anterior. Si queremos que el
estado fundamental esté normalizado la constante ¢ debe valer ¢ = (mw/7h)"* (salvo un
factor de fase arbitrario). Vamos a ver cémo podemos obtener el resto de las autofunciones
del hamiltoniano. Partiremos de un autovector de N, |p,) de autovalor n normalizado de
modo que (¢, |p,) = 1. Vamos a ver c6mo podemos obtener un autovector de autovalor
n + 1 también normalizado. Al vector anterior le aplicamos el operador a':

a’T ‘gpn> = CZ ’QOn+1>

Veamos cuénto tiene que valer ¢, para que }gon +1> también esté normalizado. Tomamos
la norma del vector anterior:

(0 |aa’| g,) = (o, [(a'a+ 1) @,) = (+ 1) = |ct " (@nia|enia)

de modo que si queremos que |¢, ;) esté normalizado ¢, debe valer ¢ = v/n + 1 (salvo
un factor de fase). Por tanto a' |¢,) = v/n+1|¢,,;). De esta forma, a partir del vector
|©,,) podemos obtener el vector |<pn +1>, o bien a partir del vector ’gpn_1> el vector |p,,) de

la forma:
1

:—aT
|00 T |00 1)

Si partimos del estado fundamental, mediante esta relacién de recurrencia podemos
obtener cualquier autovector:
1

_ L _ 1 a2 _ 1 ofm

de modo que

1 n
|<Pn> = ﬁaT |<Po>

Vamos ahora a definir los polinomios de Hermite, que nos permitirdn expresar las
autofunciones del operador Hamiltoniano. Por definicién el polinomio de Hermite H,,(y)
viene dado por la expresién (férmula de Rodrigues):

2 d" 2

Ho(y) = (=1)"e g -



Vamos a ver cémo podemos expresar las autofunciones del Hamiltoniano en funcién
de estos polinomios. Hemos visto que el estado |p,,) se puede obtener a partir del estado
fundamental. En la representacién coordenadas:

[mw
Podemos utilizar la variable adimensional y = Tar de modo que:

W) 1 < d)" ) (mw)1/4 1 ( d)" ey

n B gy — —_— = _— —_— _ — e
T T ay) T\ e U dy

Supongamos que tenemos una funcién f(y). Vamos a ver que obtenemos cuando apli-

d 2
camos el operador (y — )2 la funcion e¥" /2 f(y):

Y
_i y?/ — ¥’/ TSy _ yQ/df_(y)
(=12 ) €721 = v 110) = yer2 ) - 2L
de modo que

Del mismo modo

AN (AN endf(y)  epdif(y)
( dy) eI = <y dy>e 2 dy ~° 2 dy>

Si aplicamos n veces el operador anterior obtendremos:

_i " y?/2 _(_1\» y2/2dnf(y)
(-1 e2100) = (- oL

Por tanto para el caso f(y) = e~¥* obtenemos la relacién:

d\" d"
< - d_y) e V2 = (=1)" eyg/2d—yn€7y2 = e V2, (y)
Por dltimo podemos expresar ya el estado ¢, (y) en funcién de los polinomios de Her-

mite:
mw 1

1/4
en(y) = (E) T
A partir de la definicién de los polinomios de Hermite podemos calcular los primeros
polinomios, que son:

H, (y)eiygﬂ

Ho(y) = 1

Hi(y) = 2y

Hy(y) = 4y2 -2
Hy(y) = 8y° —12y



Vamos a ver ahora algunas de las propiedades de los polinomios de Hermite. En primer
lugar, si derivamos la expresién de la definicién de los polinomios de Hermite obtenemos
la siguiente relacion:

d nzdn_2 n 2 d" 2 n2dn+1 2
& (=1)"e¥ d—yne y} = (=1)"2yeY d_y”e Y+ (=1)"e dy”“e Y
Por tanto

Hy(y) = (2y - %) Hya(y)

Esta relacién de recurrencia permite obtener sucesivamente los polinomios de Hermite

a partir del primero. Vamos a ver otra forma de obtener los polinomios de Hermite. Si
7z p— — 2 . . . .

desarrollamos la funcién e~#~%" en serie de potencias de t obtenemos el siguiente resultado

I A g Ch U ol o O S A

n

por tanto

-t _ oyt (=)™t 2 A" e H,(y) .,
e’ e =e _Z—n! e dy”e _Z—n! t

n n

. . . ., 42 .
Es decir, que los coeficientes del desarrollo en serie de la funcién €¥!~!" son precisamente

los polinomios de Hermite. La funcién e se dice que es la funcién generadora de los
polinomios de Hermite. Vamos a ver cémo podemos utilizar la funcién generadora para
obtener otras relaciones de recurrencia de los polinomios de Hermite. Si derivamos la
funcién ' *respecto de y obtenemos que

T 211, (y) 2, ,(y)
t—t2 n\Y) n n\Y) nt1 n—1\Y) ,n
2te _ZL: n! ! _ZL: n! ! _ZL: (n—l)!t

—_——— —~ %

Si los dos términos marcados con llaves son iguales es por que los coeficientes son iguales,
de modo que:
H,(y) _ 2Hn-1(y)
n! (n—1)
que es una nueva relacién de recurrencia.
De las relaciones

—  H,(y) = 2nH,_1(y)

Ho(y) =2yH,1(y) — H, o (y)  y  Hy(y) =2nH,1(y)
podemos obtener una relacién entre polinomios de Hermite de distinto grado ya que:
Hy(y) = 2yHy1(y) — H,, 1 (y) = 2yHna(y) —2(n— 1) Hys

o bien
Hoi1(y) = 2yHo(y) — 2nH, 1 (y)



Por tltimo vamos a obtener la ecuacién diferencial que satisfacen los polinomios de
Hermite, conocida como la ecuacién diferencial de Hermite. Utilizaremos de nuevo las dos
relaciones anteriores:

H,(y)  H;(y)

H,(y) =2yH, 1(y) — H,_,(y) =2y 5 5

de modo que
;) (y) — 2yH,,(y) + 2nH,(y) = 0

que es la ecuacién de Hermite (se puede comprobar que es similar a la que satisfacia la
funcién u(y) que aparecié en el apartado anterior).

Para finalizar este apartado, vamos a calcular algunas magnitudes de los estados esta-
cionarios como son los valores medios y dispersiones de la posicién y del momento. Para
calcular dichos valores medios conviene utilizar los operadores de creacién y aniquilacién.

Vamos a recordar cémo actian estos dos operadores. Si sobre un estado |p,,) aplicamos
el operador a obtenemos un estado proporcional a ‘(pn +1>

a'lg,) = ¢t o, +1)

Si los dos estados estdn normalizados y multiplicamos la expresién anterior por su
hermitico conjugado obtenemos que

<<pn {aaT’ gpn> = <g0n |aTa+ 1’ g0n> =n+1= ]cn\2

de modo que tomdbamos ¢, = v/n + 1.
Del mismo modo si aplicamos el operador a sobre el estado |p,,) obtenemos un estado
proporcional a [, ;)
a |g0n> = Cn ‘Qpn>

y realizando la misma operacién que en el caso anterior:
(¢nlala| 9,) =n = |ef*
y escogiendo el mismo criterio para la fase de ¢, obtenemos que ¢, = \/n. Resumiendo:
d'lp,) =vVntlle,) v alel) =Vale, )

Vamos a calcular el valor medio de la posicién si la particula se encuentra en un estado
estacionario |¢,,):

@) = (ealilon) = 1/ 5 (0| (o +a)| ) =
h

= \l5.- (vn+ 1(@nlnt1) + \/ﬁ<s0n!son_1>> =0

donde hemos utilizado la propiedad de ortogonalidad de los autovectores del hamiltoniano.



De la misma forma podemos comprobar que el valor medio del momento en un estado
estacionario es nulo:

W) = (bl en) =iy "o (g, (o — )| 2,

= i/ % (\/n + 1{@ulpni1) — ﬁ(%lson_ﬁ) =0

Vamos a calcular ahora el valor medio de 42 para lo cual vamos a escribir este operador
en funcién de los operadores de creacién y aniquilacién:
h
72

h
_ T 1 _ 2 2 T 1y
= 2mw(a +a)(a +a)—2mw(a +a +aa+aa)_

= 272@; (a?® +a® + 2ata + 1)

Estd claro que los términos a'? y a? no contribuyen en el valor medio de #? para un
estado estacionario de modo que:

h h 1
2
=—(2 1) =— -
<x> 2mw(n+ ) mw(n+2)
Podemos hacer lo mismo con el operador p*:
hw hw
Po= _m2 (a' —a) (a' —a) = _m2 (a® +a® —a'a — ad’) =
mhw

de modo que
<p2> = mhw (n + %)

De las expresiones encontradas podemos concluir que para un estado estacionario

(Aw)2 = e (n + 1) = %, (Ap)2 = mhw (n + l) =mkE,

mw 2 2

1

y AxAp = ﬁ(n+§)

lo cual esté en conformidad con el principio de indeterminacién. Podemos ver que cuanto

mayor es la energia de la particula méds deslocalizada estard dentro del potencial. Algo

similar ocurre en la descripcién clésica ya que cuanto mayor es la energia mayor es la
region en la que se mueve la particula.

Por 1ltimo vamos a calcular los valores medios de la energia potencial y cinética:
1 E 1 E
V) = Smw? (32 = =2 T = — (p2) = =2
V)y=gmet () =2y (D=5 () ==

Por tanto (V) = (T'), lo cual es una consecuencia del teorema del virial.



