Pozo infinito de potencial. Estados ligados.

En este apartado vamos a estudiar un caso particular de potencial en el cual una particula
7 cldsica” realizarfa un movimiento limitado. Segtin veremos, en este caso el movimiento de
la particula sera similar al que predice la mecdnica cldsica. Sin embargo, en la descripcién
cudntica, la particula no puede tener una energia arbitraria sino que sélo puede tomar una
serie de valores discretos. El potencial que vamos a estudar se denomina pozo infinito de
potencial y viene dado por la siguiente funcion:

oo paraxz <0
V(iz)=¢ 0 paral<z<a
00 parazx >a

Un esquema de este potencial se puede ver en la siguiente figura.
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Pozo infinito de potencial.

Segun la descripcién clédsica una particula de energia E se moverd de un lado para otro
dentro del pozo con una velocidad v = /2E/m. Légicamente la energia puede tomar
cualquier valor positivo. La descripcién cudntica es muy distinta. Podemos ver que la
energia de la particula no puede ser tan pequena como queramos ya que se contradice el
principio de indeterminacién. La indeterminacién en la posicién de la particula la podemos
estimar como méximo en Ax ~ a. Si la energfa fuera nula, también lo serfa la cantidad de
movimiento, de modo que no tendriamos indeterminacién en la cantidad de movimiento.
En este caso la indeterminacién en la posicién deberfa ser infinita, pero segin hemos
visto, ésta nunca serd mayor que a. Podemos concluir que la energfa de la particula
dentro del pozo debe superar un cierto valor minimo que esté de acuerdo con el principio
de indeterminacién. Si la indeterminacién en la posicién es del orden de la anchura del
pozo, la indeterminacién en la cantidad de movimiento serd Ap ~ h/a. Esto nos indica
que la particula no puede estar quieta y tendrd por tanto una cierta energfa cinética.
Podemos estimar la energfa minima de la particula dentro del pozo como Ey;, ~ Ap?/2m ~
h?/2ma?. Como veremos, el valor correcto de la energia minima es del mismo orden que
el que hemos encontrado; ademéds la dependencia con los pardametros m y a es correcta.
Vamos a obtener a continuacién las soluciones de la ecuacién de Schrodinger independiente
del tiempo.

De acuerdo con lo que vimos en un apartado anterior, cuando el potencial se hace
infinito en una regién la funcién de onda debe ser nula en dicha regién. Por tanto, la



funcién de onda serd nula para x < 0 y z > a, y Unicamente serd distinta de cero dentro
del pozo. La parte espacial de las soluciones estacionarias debe satisfacer la ecuacién de
Schrodinger independiente del tiempo, que dentro del pozo se reduce a:

d*o(x)  2mE
dz T Y

Las soluciones de esta ecuacién son sencillamente:

(x)=0

gO(I’) — Aeikx + Alefikz
donde k? = 2mE /h?

Vamos a imponer las condiciones de contorno, que en este caso también son secillas. La
funcién de onda se debe anular en los puntos x = 0 y x = a. Si imponemos la condicién
de que se anule en en punto x = 0 se tiene que verificar que A+ A’ =0y A’ = —A. De
modo que la funcién p(z) serd de la forma:

o(x) = 2iAsin(kx)

Por otro lado, si queremos que la funcién ¢(z) se haga cero en x = a tenemos dos
posibilidades: o bien A = 0 y por tanto la funcién de onda seria nula en todos lados, o
bien sin(ka) = 0. Loégicamente, la segunda propuesta es la unica que tiene sentido y por
tanto se debe verificar que ka = nm, donde n es un nimero entero. Esta relacién impone
una condicién sobre el valor de la energfa, de modo que la energfa sélo puede tomar los
siguientes valores:

(nrh)?
2ma?

donde n =1,2,...

n:

Por tanto, en este caso el espectro de energias es discreto. El minimo valor de la energia
es Enin = h?/8ma?, que como podemos ver estd de acuerdo con la estimacién que hicimos
al principio. Las autofunciones del Hamiltoniano normalizadas (salvo un factor de fase que
se puede escoger arbitrariamente) son de la forma:
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Se puede comprobar facilmente que se verifica la condicién: / o (z) g (x)de = 0 -

Cualquier funcién fisicamente aceptable (que en este caso consiste en que se anule fuera
del pozo) se puede desarrollar en serie de las funciones que hemos encontrado, es decir,
que una funcién f(z) que se anule en las regiones * < 0 y x > a se puede desarrollar de la
siguiente forma:

F@) =3 fupul@)

Los coeficientes del desarrollo son, como vimos en el tema anterior:



La funcién ¢, (x) se denomina el estado fundamental; la siguiente funcién, ¢,(z), el
primer estado excitado, y asi sucesivamente. En la siguiente figura podemos ver una
representacién de la dependencia espacial de las primeras soluciones estacionarias.
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Primeras funciones de onda para una particula en un pozo infinito de potencial.

Como podemos ver el estado fundamental no tiene ningiin cero. Veremos en otros
casos que esto no es exclusivo del potencial que estamos analizando. Del mismo modo, el
primer estado excitado tiene un cero, el segundo dos ceros y asf sucesivamente. Para una
energia F, la longitud de onda asociada a la particula es A\ = h/v/2mE. Podemos ver que
las sucesivas funciones de onda contienen un nimero semientero de veces el valor de esta
longitud de onda. Las funciones que hemos encontrado se asemejan mucho a las ondas
estacionarias en un cuerda tensa. De hecho, en la primitiva teorfa cudntica se consideraba
que los valores discretos de la energia provenian de que las ondas de materia, para una
particula en un estado ligado, tenfan que ser ondas estacionarias.

Vamos a analizar a continuacién cémo el haber encontrado las soluciones de la ecuacion
de Schrodinger independiente del tiempo nos permite analizar la evolucién temporal de un
estado no estacionario. Como vimos en el tema anterior, el encontrar las autofunciones del
hamiltoniano nos permite calcular la evolucién temporal de la funcién de onda si conocemos
dicha funcién en el instante inicial. Vamos a analizar un ejemplo de evolucién temporal.

Supongamos que en el instante inicial la funcién de onda dentro del pozo vale:

qmamzf@0=j%km(%5+“m(%?”

Esta funcién se puede escribir como una combinacién lineal de las autofunciones del
hamiltoniano, ¢, (), de la forma:

U(@,0) = fup,(z)

Est4 claro que los coeficientes son f; = 1/v/2, fo = 1/1/2 y el resto de los coeficientes
fn son nulos. Por tanto, la funcién de onda en el instante inicial se puede escribir de la

forma:
1 1

Y(z,0) = Eﬂpl(x) + Eé%(x)

3



Pues bien, como las soluciones estacionarias evolucionan en el tiempo mediante un
término arménico de frecuencia bien definida (relacionada con la energia de acuerdo con

las relaciones de de Broglie-Einstein), la funcién de onda en el instante ¢ sera:

J Egt:|

Podemos calcular la densidad de probabilidad de encontrar a la particula, que serd:
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En la siguiente figura se muestra la evolucién temporal de la densidad de probabilidad.

Segtin se puede apreciar el maximo de la funcién de onda oscila entre las dos paredes del

pozo, tal como ocurre en la descripcion clasica.
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Como hemos visto, la superposicién de estados estacionarios ya no es un estado esta-

cionario, de modo que la densidad de probabilidad evoluciona en el tiempo.



