Bases en la notacién de Dirac. Cambio de base.

El concepto de base o representacion en el espacio de estados € es andlogo al que vimos
anteriormente para un espacio de Hilbert, ya que lo iinico que hemos hecho es establecer una
correspondencia biunivoca entre funciones y vectores ket del espacio de estados. Veremos
que trabajar con bases en notacién de Dirac es muy sencillo una vez que introduzcamos el
concepto de relacién de cierre de la base.

Podemos comenzar con las bases discretas y, al igual que ya hicimos, definiendo un
conjunto ortonormal discreto de vectores ket {|u;)} del espacio de estados. El conjunto
anterior serd ortonormal si verifica la siguiente condicién:

(uiluj) = 0y

De la misma forma, diremos que el conjunto anterior es una base ortonormal discreta
si cualquier ket |¢)) € € se puede escribir de forma tnica como combinacién lineal de los

vectores |u;), de la forma:
) =" cilus)

Los coeficientes se obtienen de la misma forma. En primer lugar cambiamos la variable

¢ del sumatorio por j:
) = ¢ luy)
J

Multiplicamos ahora ambos miembros por la izquierda por el bra (u;|:
(wal) = (il D5y = e (wilus) =Y ;655 = ¢
J J J
De modo que, como era de esperar:

ci = (ui|v)

Vamos a introducir ya uno de los conceptos més titiles de la notacién de Dirac, como es
la relacién de cierre. En la expresion del vector 1) como combinacién lineal de los vectores
|u;) vamos a introducir el valor de los coeficientes que acabamos de obtener:

9) =3 el = 3 (i) )

7

Lo que hemos marcado es un nimero que podemos colocar a la derecha del ket |u;), de

modo que queda:
) =) ) (wilep) = <Z |s) <ui|) |4)

1

(2

Lo que hemos separado con un paréntesis en el ltimo término es un operador que,
actuando sobre el vector |¢) nos da el mismo vector |1). Por tanto se trata del operador

identidad! )
Z lw;) (w;] =T=1

(2



Esta es la relacién de cierre que la escribiremos directamente como ). |u;) (u;| = 1.
..Cémo podemos interpretar esta expresion? Si consideramos la siguiente expresién:

1) (wa

Podemos ver que se trata del proyector que proyecta sobre el vector |u;). Si anadimos
un término de la forma |us) (usl:

|ur) (ua] + fuz) (usl

lo que tenemos ahora es un proyector que proyecta sobre el subespacio de dimensién 2
generado por los dos vectores {|u;), |uz)}. Siseguimos anadiendo términos obtendremos
un proyector que proyecta sobre un subespacio de dimensién cada vez mayor. Si sumamos
sobre todos los vectores de la base:

Z |ui) (uil

lo que tenemos es un proyector que proyecta sobre el espacio completo! Es decir, que en
realidad no estamos proyectando. Por eso este operador es igual a la identidad, porque
no le hace nada al vector |¢)). Podemos entender también por qué se denomina relacién
de cierre. Si falta algtin vector de la base no obtendremos la identidad y lo mismo ocurre
si sobran vectores. Es decir, para obtener la identidad necesitamos que estén todos los
vectores de la base pero que tampoco haya vectores de més. Es decir, que el conjunto de
proyectores que colocamos esté "cerrado"; que ni sobren ni falten.

Vamos a empezar a utilizar la relacién de cierre y veremos lo 1til que es para realizar
muchos célculos. Lo primero que podemos hacer es ver que un conjunto ortonormal discreto
de vectores {|u;)} es una base si y solo si verifican la relacién de cierre. Ya hemos visto que si
son una base la verifican, vamos a ver la demostracion en la otra direccién. Supongamos que
el conjunto ortonormal discreto de vectores {|u;)} verifica la relacién de cierre ), ju;) (u;| =
1. Dado un vector [¢)) podemos colocar a su izquierda la relacién de cierre ya que es igual

a la identidad:
) = > lws) (wslh) =Y (wsl ) |us)

En el dltimo paso hemos colocado el nimero (u;|1) a la izquierda del ket |u;). Pues
bien, podemos ver en esta igualdad que hemos conseguido escribir un vector cualquiera
|1} como combinacién lineal de los vectores |u;), por tanto son una base. Lo bueno es que
ademads hemos obtenido directamente los coeficientes de la combinacién lineal, que son los
nimeros (u;|1)!

Lo coeficientes ¢; = (u;|1¢)) son la representacién del ket [¢)) en la base {|u;)} y nos
permiten realizar calculos con el vector [¢).

Supongamos que queremos calcular el producto escalar de otro vector |¢) por el vector
anterior y de modo que las componentes de |¢) en la base {|u;)} sean los coeficientes b;:

¢} = Zbi |ui) donde bi = (uilp)



Podemos hacer el calculo del producto escalar (p[i) de la siguiente forma introduciendo
en medio la relacién de cierre:

(pl) = > (plus) (wileh) =Y {uilp)* (walyy) Zb*cz

% %

En esta expresion, ademds, podemos ver cémo vamos a colocar las componentes de un
ket y un bra en una determinada base. Las componentes del ket ¢; = (u;|¢) las vamos a
colocar en una matriz columna. Las componentes del bra podemos ver que son los niimeros
bf = (wile)” = (plu;) y los colocaremos en una matriz fila. Vamos a verlo con el producto
escalar que acabamos de ver:

c1 (us])
ca (uz|)

(plv) = Zbcz— bioby o b )| P = (elu) () o (plu) )]
Ci (uile)

Por tanto, el ket [1)) y el bra (p]| estdn representados en la base {|u;) } por sus componentes,
que escribiremos de la siguiente forma:

C1 {ua|v))
C2 (ua|t))
= || =]
¢ (uily))
(ol = (07 b5 o b )= (felu) (olu) o (ol o)

Cuando multiplicamos la matriz que representa a un bra por la que representa a un ket
obtenemos su producto escalar. También podemos ver que si tenemos la matriz columna
que representa a un ket podemos obtener la correspondiente matriz fila que representa al
correspondiente bra tomado la traspuesta y el complejo conjugado de las componentes.

Por 1ltimo, vamos a ver como se realiza un cambio de base en notacién de Dirac. De
nuevo se convierte en una tarea muy sencilla gracias a la relacién de cierre. Supongamos
que conocemos las componentes de un ket |1) en una base {|u;)}, es decir, los nimeros
(w;1), y que queremos cambiar a otra representacién dada por la base {|v;)}.

En la nueva base el ket [¢)) estard representado por las nuevas componentes (v;|1))
. Cémo se relacionan con las antiguas? Introducimos en medio la relacién de cierre de la
base antigua > [u;) (u;| = 1 que se puede hacer puesto que es la identidad:

(vilYh) = Z (vilug) (w;lv) = Z Cij (u|v)

y yva lo tenemos! A la izquierda estdn las nuevas componentes y a la izquierda las nuevas.
La matriz C;; = (v;|u;) es la matriz del cambio de base. La ecuacién anterior en forma



matricial es, por tanto:

(v1|¥) Cun Cig -+ Cy - (u1])
(va|¥) Cy Coy - Oy -+ (uglt))
‘<U¢|¢> C;il C;m Cij (uj|¢)

Tgual de facil se pueden obtener las componentes de un bra en la nueva base. Supon-
gamos un bra (|, de modo que sus componentes en la base {|u;)} son los nimeros (¢|u;).
Podemos calcular las componentes en la nueva base, es decir los mimeros (¢|v;), intro-
duciendo la relacién de cierre de la base {|u;)}:

W@lor) =Y (@lug) (wilo)) =Y (Wlug) (wiluy)* =Y (@lu;) C5;

4] J J
o en forma matricial:
ch G - C;l
Cly C3 -+ C
( @lor)  @lva) - @lo) - ) =( (@Plur)  (@luz) o (Plug) ) : ; .
i Gy C3;

Podemos ver que la matriz que aparece en el caso de un bra actua por la derecha, como
corresponde a un bral!

Bases ortonormales continuas.

Vamos a extender ahora el concepto de base al caso de un conjunto de vectores etique-
tados mediante un fndice real continuo tal como hicimos con las funciones. Diremos que
un conjunto continuo de kets {|v,)} es ortonormal en el sentido de Dirac si verifican la
condicién:
(Va|var) = 0(a = o)
Diremos ademds que constituyen una base si cualquier vector |¢)) se puede escribir de
forma tnica como una combinacién lineal de los kets |v,) de la forma:

) = [ da c(e)[va)

Obtenemos ahora la funcién c¢(a) cambiando la variable de integracién o por o y
multiplicando en ambos miembros por el bra (v,|:

(Vo) = (V4] /do/ c(a) [var) = /do/ c(a') (Va|var) = /da' c(a)d(a—a') =c(a)



Por tanto ¢ (a) = (v, |¢).

Vamos a obtener ahora la relacién de cierre. En la expresion de |¢)) como combinacién
lineal de los vectores |v,) sustituimos el valor de la funcién ¢ («) por la expresién que
acabamos de escribir:

|w:/mwmw=/w@&wm=/mwa%m=<ﬁmmmm)w=m

La expresién que hemos separado con un paréntesis tiene que ser igual al operador
identidad:

/da [va) (va| =T =1

Esta es la relacion de cierre de la base {|v,)} y tiene la misma utilidad que para el caso
de bases ortonormales discretas. Al igual que ocurria en ese caso, el conjunto ortonormal en
el sentido de Dirac {|v,)} es una base si y s6lo si verifican la relacién de cierre. Podemos
utilizar la relacién de cierre para obtener la representacién de un vector |1)) en la base
{lva)}. A la izquierda del vector |¢) introducimos la relacién de cierre:

|w=/mw@mw=/ﬁumwm>

Ya tenemos el vector |¢/) como combinacién lineal de los vectores |v,) y la funcién que
multiplica al vector es (v,|1) = ¢ ().

La funcién ¢ («) es la representacion del vector |¢) en la base {|v,)} y permite hacer
cualquier cédlculo relativo al vector. Vamos a ver de nuevo el producto escalar de dos
vectores utilizando la base ortonormal continua. Vamos a suponer que queremos calcular
el producto escalar (p|1) utilizando la representacién de los vectores |1) y |¢) en la base
{]ua)}. El vector |¢) estara representado por la funcién ¢ («) mientras que el vector |¢)
estara representado por otra funcion b («):

lp) = /da b(a) |va) donde b () = (v, |¢)

Pues bien, podemos calcular el producto escalar (¢|¢) introduciendo en medio la
relacién de cierre de la base:

(¢lo) = [ da {glva) (wl) = [ da ol (ali) = [ da b (@)e (o)
El cambio de representacion se realiza de forma similar al caso de las bases ortonormales
discretas. Supongamos que conocemos la representacién de un ket |¢/) en una base {|v,)},
es decir, la funcion (v,|1), y queremos obtener la representacién en una nueva base {|w,)},

es decir, la funcién (w,|¢)). Pues bien, lo unico que tenemos que hacer es introducir en
medio de (w,|¢) la relacién de cierre de la base antigua:

<%M=/wwwwwm=/wammw

Aunque es mds abstracto en realidad es igual de sencillo.

)



Vamos a dar un paso importante introduciendo de nuevo las bases de la representacién
de momentos y coordenadas. Vamos a comenzar en este caso con la representacién coorde-
nadas que aunque es méds sencilla quizds cueste méas entenderla porque en realidad lo que
se dice es evidente aunque no lo parece.

Los vectores ket del espacio de estados € los construimos a partir de las funciones
¥ () estableciendo una relacién biunivoca. Pues bien, a cada funcién de la base de la
representacién coordenadas {v,(z) = ¢ (x — 2)} le vamos a hacer corresponder un ket |z')
del espacio de estados:

v (2) =0(x —2) <= |2/) € €

Podemos ver que v, (z) = v, (2') = § (x — 2’). Estos vectores serdn ortonormales en

sentido de Dirac, de modo que:

(z]a'y =6 (x — )
y ademds constituirdn una base {|z)} (hemos quitado la prima porque no hace falta)
denominada base de la representaciéon coordenadas. Estos vectores satisfacen, por tanto,

la relacién de cierre: -
/ dz |x) (x| =1

o0
Cualquier vector [¢)) se puede escribir como combinacién lineal de los vectores |z).
Introducimos a la izquierda del vector la relacién de cierre:

W)= [ do fo) ol = [ de (alo) o

—00 — 00
La funcién (z|¢) se dice que es la representacion de |¢) en la base {|x)}. Podemos ver
cudnto vale esta funcién calculando el producto escalar (z|i) utilizando la integral original
de la definicién de producto escalar, lo 1inico es que como ya hemos utilizado la variable x
integraremos en otra variable z':

@)= [ @) @) = [ se- o)) =)

—00 —00

Hemos llegado a que ¢ (z) = (z|¢)! Es decir, que utilizar una funcién de onda para
representar un estado ya es utilizar una base concreta del espacio de estados: la base de la
representacion coordenadas. La forma de escribir una funcién onda en notacién de Dirac
sera:

v(@)=(=lv) v ¥ (2)={z[¥) = ()

Podemos utilizar esta base para calcular un producto escalar (¢|¢) introduciendo en

medio la relacién de cierre [~ _dx |z) (z| = 1:

(e}

(olo) = [ " dr (o)) (ol = [ e @ew

—00 —0o0

Vamos a definir ahora la base de la representacién de momentos en el espacio de estados

. = . ., a5 i
¢ de forma similar a la representacién coordenadas. A cada funcién {vp(x) = ;ﬂhehm

le vamos a hacer corresponder de forma biunivoca un ket |p) del espacio de estados:

1 i
v,(1) = ——eiP? —> ce¢



Al igual que ocurre en la representacién coordenadas estos vectores serdn ortonormales
en el sentido de Dirac:
(plp) =0 (p—p)
y por el hecho de ser una base, {|p)}, satisfacen la relacion de cierre:

/_Oodp Ip) (p| =1

Cualquier vector |¢) se puede escribir como combinacién lineal de los vectores |p), para
lo cual introducimos a la izquierda del ket |¢) la relacién de cierre:

|w>=/oo = |p>g|g;>=/°° dp (o) |p)

El producto escalar (p|¢)) serd la representacion del vector |i) en la base {|p) }. Podemos
calcular este producto escalar a partir de la definicién original:

_ & * I 1 —ipx _
blv) = [ _de @) = [ dr =B = D)

Es decir, que la funcién v (p) es el vector [t/) en la representacién de momentos y es
por lo que la denominamos funcién de onda en la representacién de momentos.

Podiamos haber llegado al mismo resultado de forma més abstracta pero més elegante
mediante un cambio de base. Si de la base {|z)}, en la que el ket |¢)) estd representado
por la funcion en onda ¥ (z) = (z|¢) queremos pasar a la base {|p)}, es decir obtener la
funcién (p|v), lo dnico que tenemos que hacer es introducir en medio la relacién de cierre
de la base {|z)}:

o) = [ " dr (pl) (=)

—0o0
. Qué es cada cosa? Estd claro que (z|y)) = 1 (x), pero jcudnto vale (p|x)? Si estuviera
al contrario, es decir (x|p) estd claro que es una funcién de = (aparece a la izquierda el bra
(x| al igual que en la funcién de onda ¥ (x)). De hecho (z|p) no es otra cosa que v,(x).
Por tanto:

() = vfa) = <=ty Gle) = (o) = vj(a) = o=t
Por tanto:
Gty = [ dn i) al) = [ do et @) = Do)

Llegamos a la misma conclusién.

Lo importante es darnos cuenta de que la notacién de Dirac pone de manifiesto por
qué las dos funciones v (z) y ¢ (p) contienen la misma informacién. Las dos funciones se
refieren al mismo estado |¢) y corresponden a dos representaciones de dicho estado: son
dos formas distintas de representar el mismo estado. Si al estado |¢)) le colocamos a la
izquierda el bra (x| tendremos el estado en la representacion coordenadas y si le colocamos
el bra (p| tendremos el estado en la representaciéon de momentos.

{ (xz|) =1 (x) Representacion coordenadas

) (p|)) =1 (p) Representacién de momentos



