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PREFACIO

Este libro nace con la intencion de servir de base para el aprendizaje de la teoria de
juegos a aquellos estudiantes y economistas que no sélo valoran el rigor formal en
el planteamiento y analisis de los problemas, sino que desean también un claro nexo
entre teoria y aplicaciones.

Integrar estas dos facetas de la disciplina mediante un tratamiento unificado es
el objetivo fundamental del presente texto. Este puede ser utilizado en un curso
donde el estudiante, ademas de enfrentarse por primera vez de manera formal y
rigurosa con el conjunto de herramientas de la teoria cldsica de juegos, también ha
de asimilar algunos de los modelos estratégicos mas importantes de la economia
moderna. Tipicamente, el curso en cuestién seria uno de licenciatura a nivel inter-
medio o avanzado. Sin embargo, complementando sus contenidos, este libro tam-
bién podria ser de utilidad en un primer curso de doctorado. Dentro de mi propia
experiencia docente desarrollada en la Universidad de Alicante, lo he utilizado en
todos estos casos con resultados satisfactorios.

Hoy en dia existen una gran variedad de manuales de teoria de juegos, a niveles
distintos y con orientaciones muy diversas. Algunos de ellos (v.g. Myerson, 1991,
Gibbons, 1992, Fudenberg y Tirole, 1991, u Osborne y Rubinstein, 1994) son obras
excepcionales, tanto en su rango de cobertura como en claridad expositiva. Todos
ellos pueden (y deberian) servir de apoyo al lector en su presente andadura. En mi
opinion, sin embargo, ninguno de ellos satisface adecuadamente la integracién rigu-
rosa entre teoria y aplicaciones que, tal como he mencionado, ha sido mi propésito
fundamental al escribir este libro. En general, aquellos textos cuya vocacién es emi-
nentemente aplicada abordan los temas tedricos sin la necesaria precisién formal y
conceptual. En contraste, los manuales cuya orientacién es fundamentalmente ted-
rica s6lo incluyen aplicaciones econémicas a modo ilustrativo y, por tanto, sin la
indispensable motivacién y el til detalle. Si bien remediar este problema ha sido
aqui mi objetivo, sélo el lector podra juzgar si la empresa se ha cubierto con algtn
éxito.
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Repaso ahora brevemente la estructura del libro. Este consta de nueve capitulos.
El primero de ellos es introductorio, y en él se presenta formalmente el marco tedri-
co bésico en el que se desarrolla toda la discusién ulterior. Los restantes capitulos se
pueden agrupar en pares (2-3, 4-5, 6-7, 8-9). El primer capitulo de cada par se centra
fundamentalmente en el desarrollo de los distintos conceptos y analisis abstractos
que conforman la clasica (y “pura”) teoria de juegos. Incluyen, respectivamente, los
“conceptos bésicos de solucién”, los “refinamientos del equilibrio de Nash”, “infor-
macién incompleta” e “interaccién repetida”. Cada uno de estos capitulos esta
acompafado de otro consecutivo de aplicaciones, en el que se muestra como los
desarrollos tedricos que inmediatamente les preceden han sido utilizados por el ana-
lisis econémico. Asi, a lo largo de estos capitulos, se discuten modelos de compe-
tencia empresarial, de asignacion de bienes publicos, negociacién, mercado de tra-
bajo, seguros, subastas, desempleo, etc. Aunque la lista de aplicaciones consideradas
dista mucho de componer una muestra exhaustiva de todos los problemas a los que
la teoria de juegos ha sido aplicada en el andlisis econémico, si que puede concebir-
se como una muestra razonablemente representativa de la variedad de cuestiones
abordada. Los distintos capitulos cubren temas bastante diversos, tanto en orienta-
cién y énfasis como en sofisticacién y dificultad. Respondiendo al deseo de que el
material del libro pueda ser utilizado a diferentes niveles, las secciones que podrian
resultar mas densas o problemaéticas en una primera aproximacion se distinguen por
un asterisco (*) en su encabezamiento. Utilizando este cédigo identificativo como
orientacion, el lector puede adaptar su plan de trabajo al nivel adecuado para su for-
macion e intereses. Tal como se ha mencionado, este manual surgié de forma gra-
dual durante estos tltimos afios como resultado de mi propia labor docente. Es de
justicia, por tanto, que reconozca a todos los estudiantes que han pasado por mis
clases durante este periodo el sufrido papel de “sujetos experimentales”. Espero que
su esfuerzo y el mio no haya sido en vano, y que su formacién se haya enriquecido
significativamente con la experiencia. También quiero agradecer la ayuda de buen
ntmero de colegas, estudiantes y amigos que han leido partes distintas de este libro
y han apuntado sugerencias, modificaciones y errores. Esta larga lista incluye José
Alcalde, Carlos Alés, Ana B. Ania, Roberto Burguet, Antonio Cabrales, Juan Carri-
llo, Subir Chattopadhyay, Ramén Fauli, Thigo Iturbe, Francisco Marhuenda, Diego
Moreno, Xavier Martinez-Giralt, Ignacio Ortufio, Arnold Polanski, Martin Peitz, Joz-
sef Sakovics, Amparo Urbano y Xavier Vila. Finalmente, no puedo dejar de utilizar
la ocasién para agradecer a Mireia, una vez mas, su contribucién fundamental a
nuestra “produccion conjunta”, de la que este libro sélo es una pequefia parte. Ella
es la coautora ideal, si no directamente en mi trabajo cientifico y docente, si en todo
lo demas. Buena parte de ese “deméds” lo ocupan Diego, Ferran y Manuel, a los que
dedico, con orgullo y mucho carifo, el presente libro.



1. MARCO TEORICO

1.1 Ejemplos

El término “juego”, en lenguaje habitual, se refiere al desarrollo de una situaciéon de
interaccién entre diferentes individuos, sujeta a unas reglas especificas, y a la que
se asocia unos pagos determinados vinculados a sus diferentes posibles resultados.
En nuestro caso, un juego se refiere esencialmente a la misma idea. Quizas la tnica
diferencia con el significado atribuido comiinmente a este término sea que la inte-
raccién estudiada puede distar mucho de tener un cardcter Itidico. Veamos, si no, el
siguiente ejemplo usualmente conocido como el “dilema del prisionero” (DP).

Dos individuos que han cometido un cierto crimen son detenidos con sélo leves
indicios de culpabilidad. Se les aisla en celdas independientes, planteando a cada
uno de ellos la posibilidad de que delate al otro. Si sdlo uno de ellos colabora con la
justicia, el que lo hace es absuelto como recompensa y puesto en libertad, mientras
que el otro es condenado a doce afios de cdrcel. Si, por el contrario, los dos se delatan
mutuamente, se obtienen pruebas que permiten condenar duramente (digamos diez
anos) a ambos. Finalmente, si ninguno de los dos colabora con la justicia, aixbos son
condenados a penas menores (digamos un ano) fundamentadas en los pocos indicios
que la policia ha conseguido obtener.

La tabla de pagos (identificados como el negativo de los afios de cércel) corres-
pondiente a esta situacién es como sigue:
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2
D N
q D —10, —10 0, =12
=120 -1, -1

Tabla 1.1. Dilema del prisionero.

¢(Cual seria nuestra prediccién de lo que puede pasar? Parece claro que ésta ha
de ser (D, D), ya que D es estrategia dominante; es decir, es mejor estrategia que N,
haga lo que haga el otro. Y ello a pesar de que (N, N) es indudablemente mejor para
ambos que (D, D). Mas, a no ser que puedan “comprometer” sus acciones de alguna
forma (por ejemplo, mediante una amenaza creible de venganza), no conseguirdn
este resultado. Si ambos son racionales en el sentido de maximizar sus pagos, elegir
D eslo tinico que tiene sentido. Ello es asi, y es importante enfatizarlo, aun cuando no
estuvieran aislados y pudieran comunicarse entre si, siempre que tuvieran que tomar
la decision independientemente (v.g. en la oficina del juez instructor, individualmente).

Este juego es paradigmdtico de muchos casos de interés. Por ejemplo, una
situacién en la que hay dos empresas en un mercado, y cada una tiene que de-
sarrollar una politica bien agresiva, bien conciliadora, en la fijacién de precios (véase
el capitulo 3).

Veamos ahora otro ejemplo de caracteristicas bastante diferentes. La llamada
“batalla delos sexos”. Se trata de una pareja que ha quedado para un dia determinado
y tiene que concretar dénde van a encontrarse y lo que van a hacer cuando llegue ese
dia. Ya anticipan cuéles son las posibilidades: ir al fitbol o de compras. Si hacen lo
primero, se retinen en el campo de fttbol a la hora del comienzo del partido; por el
contrario, si deciden hacer lo segundo, quedan, como siempre, en la puerta de ciertos
grandes almacenes después de comer. No tienen teléfono, por lo que han de concretar
ahorala cita. Las preferencias de cada uno sobre las posibles alternativas estan claras:
la chica prefiere ir al fiitbol antes que de compras; el chico, lo contrario. En cualquier
caso, siempre preferirian hacer juntos cualquiera de las dos posibilidades que salir
por separado. Los pagos son como sigue:

Chico
C F

2,3 0,0

Chica

F 1,1 3,2

Tabla 1.2. Batalla de los sexos.
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donde C'y F representan las estrategias “ir de compras” o “asistir al ftitbol”, respec-
tivamente.

Cualquiera de los acuerdos, (C,C) o (F, F), es razonable en el sentido de que
si llegaran a él y ambos creen que la otra parte lo va a cumplir, tienen incentivos
para cumplirlo ellos mismos. Cada uno de estos acuerdos es lo que definiremos mds
adelante como un equilibrio de Nash. El problema en este caso es que, a diferencia
del juego anterior, hay dos equilibrios de este tipo y, en principio, no tenemos ningin
fundamento (aparte de la caballerosidad del chico) para favorecer uno sobre otro.

Variaremos ahora ligeramente la historia. El dia en cuestién, en vez de ser
totalmente incapaces de comunicarse, ocurre que el chico estara en el trabajo, donde
permanecera hasta el momento de la cita y en donde si tiene teléfono. Supongamos
que inicialmente el chico habia forzado el “acuerdo” de ir de compras. La chica,
molesta por el egoismo del chico, siempre puede hacer lo siguiente. Ir hasta el campo
de fatbol y, poco antes de que €l termine el trabajo, llamarle y decirle que esta alli;
que si quiere, que venga. Supongamos también que ya no hay tiempo para que ella
se desplace a los grandes almacenes. Entonces, le ha puesto “entre la espada y la
pared”. Pues tomando como dato que la chica estd en el campo de fiitbol, el chico
ya no tiene mds remedio, si es racional, que ir al campo de fiitbol a encontrarse con
ella. ;Qué hemos cambiado en este segundo caso que el resultado es tan diferente?
Simplemente, hemos cambiado la estructura temporal del juego, pasando de uno en
que las decisiones eran independientes y “simultdneas” a otro en que las decisiones
son secuenciales: primero la chica, luego el chico.

Este tltimo contexto se puede representar como un arbol que refleja el orden de
movimiento indicado, tal como aparece en la figura 1.1.

G2

(1,1

hi
Chica ©,0)

(2,3)

Figura 1.1. Batalla de los sexos, formulacion secuencial.
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Y en este caso, esta claro que el tnico equilibrio razonable del juego es (F, F).
El chico puede amenazar con seguir yendo de compras el dia en cuestiéon aunque
la chica le llame desde el campo de fitbol. Sin embargo, esto no es creible. En la
terminologia que utilizaremos mas adelante, s6lo (F, F) es un equilibrio “perfecto”
(en subjuegos).

La representacion anterior del juego en términos de un drbol que indica el or-
den de movimiento de cada agente, sus informaciones y posibles acciones en cada
momento se conoce como su forma extensiva. Es su representacién mds basica y
completa, que pasamos a definir de forma general y rigurosa.

1.2 La representacion de un juego en forma extensiva

1.2.1 Formalizacién

La forma extensiva de un juego consiste en la descripcion de los siguientes compo-
nentes:

1. El Conjunto de Jugadores. Se denotard por N = {0,1,2,...,n}, donde el jugador
0 representa la “naturaleza”. La naturaleza es la que ejecuta todas las acciones
exdgenas del juego (sillueve, si se gana la loteria, etc.). Cuando no tenga ningtin
papel especial, la obviaremos en la descripcién del juego.

2. El Orden de los Sucesos. Se formaliza mediante un “arbol” de sucesos; es decir, a
través de un conjunto de nddos K sobre el que se define una relacion binaria R,
interpretada como una relacién de precedencia. Suponemos que R es una relacion
binaria de orden parcial que satisface:

irreflexividad: Vz € K, ~(zRz);
transitividad: Vz,z', 2" € K, [(.’ERII) A (x'Rac")] = zRx".

Asociada a R, resulta util definir la relacién binaria de precedencia inmediata P
de la siguiente forma:

=Pz’ & [(:cRx’) A (A" - me"Rx')] 2
denotando, para cada z € K, el conjunto de sus predecesores inmediatos por:
P(z) = {:c' €EK: :v'P:v}
y el de sucesores inmediatos por:
P ') ={«' € K:zPz'}.

Dada la interpretacién de (K, R) como un drbol de sucesos, es natural exigir que
satisfaga las siguientes propiedades:
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(a) Existe una tinica raiz (o nodo inicial) zp que no tiene ningun predecesor
inmediato (P(zg) = 0) y que precede a todos los demds nodos (esto es,
Vz # xo, zoRx). Este nodo inicial se interpreta como el comienzo del juego.
(b) Para cada & € K, Z # z(, existe una tinica senda (finita) de predecesores
{z1,22,...,x;} que une Z a la raiz zy —es decir, satisface z; € P(zg:1),
g=0,1,..,7r—1,yz, € P(%).
Cada nodo z se identifica con una cierta historia del juego (posiblemente parcial
e incompleta si el nodo es intermedio, o incluso “vacia” si coincide con la raiz x).
Notese que, dados (a) y (b), se sigue que todo nodo = # z, tiene un tinico prede-
cesor inmediato (es decir, el conjunto P(z) se compone de un solo elemento). Es
por ello que cada nodo se puede asociar de forma univoca al conjunto de hechos
(o historias) que lo componen. (Véase la figura 1.2.)

P(z)=P(") P(z") /

\_/-\
z’
Zy \
Z/I

Figura 1.2. Arbol de sucesos con zoRz Rz’ Rz; zoRzRz'; zoRz" Rz".

1. Sea Z = {z € K.P"'(z) = 0 } el conjunto de nodos finales. La interpretacién
de cada elemento de Z es el de un particular suceso completo o jugada. Al hi-
lo delo ya explicado, es importante entender que cualquier nodo final no sélo in-
cluye informacién sobre el “resultado” final del juego sino que describe con todo
detalle su historia subyacente. Asi, por ejemplo, si consideramos el suceso “tener
los dos guantes puestos” como la concatenacién de los sucesos intermedios “no
tener ninglin guante” y “tener un solo guante”, las dos formas posibles en que
se puede llegar a tener los dos guantes puestos (primero el guante derecho o
primero el izquierdo) dan lugar a dos nodos finales diferentes.
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2. Orden de Movimiento. El conjunto K\Z de nodos inicial e intermedios se parti-
ciona en n + 1 subconjuntos Ky, Kj,..., Kn,. Si ¢ € Kj, ello indica que una vez
materializado el suceso z, es el jugador i el que ha de efectuar una accién. Por
comodidad, supondremos que la naturaleza mueve primero, concretandose de
una vez por todas cualquier incertidumbre exégena que pueda afectar al curso
del juego. En términos de la formalizaciéon descrita, ello supone postular que
K 0= {:L‘()}

3. Acciones Posibles. Para todo z € K, el conjunto de acciones posibles a disposicién
del jugador que decide en ese momento del juego se denota A(z). Naturalmente,
el cardinal de A(z) ha de ser igual al de P~'(z), el conjunto de inmediatos suce-
sores de z. Asi, a cada sucesor inmediato de z, le podemos asociar una nica
accioén diferente a € A(z).

4. Conjuntos de Informacion. Para cada jugador i, consideramos una particion H; de
su conjunto de nodos K;. Esta particién tiene la siguiente interpretacion: para
cadah € H;, eljugadorino es capaz de distinguir entre los nodos que pertenecen
ahalahoradeefectuarlaaccion quele corresponde. Estainterpretacion requiere,
obviamente, que si z € h, 2’ € h, entonces A(z) = A(z'); es decir, han de existir
las mismas acciones disponibles en ambos nodos. Si no fuera asi, el jugador
podria distinguir entre ellos por las distintas acciones disponibles en cada uno.

5. Pagos. Cada posible jugada (esto es, nodo final o historia completa) tiene ad-
judicado un pago para cada uno de los jugadores. Es decir, a cada uno de los
m nodos de Z se le asigna un vector (n + 1)-dimensional 77, donde la com-
ponente 7/ (i = 0,1,...,n) se identifica con el pago del jugador i en el nodo
2) € Z (j =1,2,...,m). Este pago se interpreta como una utilidad Von Neumann-
Morgenstern. Se aplica a ella, por tanto, el teorema de la utilidad esperada para
sucesos aleatorios. Dado que el pago recibido por la naturaleza es irrelevante,
se le asocia ficticiamente un pago uniforme sobre todos los nodos. Finalmente,
nétese que aunque los pagos se contabilizan todos al final del juego, ellono implica
que no puedan producirse pagos parciales en etapas intermedias.

1.2.2 Ejemplo

Dos jugadores eligen simultdineamente “pares” o “nones”. Si el resultado coincide
(los dos eligen pares, o los dos eligen nones) el jugador 1 paga al 2 mil pesetas; si no,
es el jugador 2 el que paga al 1 esta cantidad.

Mencionamos con anterioridad que la forma extensiva es la manera mas bésica y
completa de representar un juego. Sin embargo, dada su formulacién estrictamente
secuencial, esta representacién parece sustancialmente inapropiada para formalizar
la “simultaneidad” de acciones postulada en este juego. La clave estd en observar que,
en cualquier juego, la simultaneidad no se refiere necesariamente a sucesos que ocu-
rren coetdneamente en tiempo real. El tinico requisito esencial es que, en el momento
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en que un jugador toma su decisién, no ha de conocer ninguna de las decisiones
“simultaneas” tomadas por otros jugadores. Para formalizar este hecho, hacemos
uso del concepto de conjunto de informacién introducido mas arriba. Conectando
mediante una linea discontinua aquellos nodos que pertenecen a un mismo conjunto
deinformacion, el juego descrito tiene cualquiera de las dos representaciones reflejadas
en las figuras 1.3 y 1.4.

(-1.000, 1.000)

(1.000, —1.000)
(1.000, —1.000)

(-1.000, 1.000)

Figura 1.3. Pares y nones en forma extensiva, versién 1.

(-1.000, 1.000)

(1.000, -1.000)
(1.000, —1.000)

(-1.000, 1.000)

Figura 1.4. Pares y nones en forma extensiva, versién 2.
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1.3 Representacion de un juego en forma estratégica o normal

1.3.1 Formalizacién

Considérese un juego en forma extensiva

r={N, {K}, R, {Hi}lo, (Do} } [1.1]

donde cada uno de sus componentes ha sido definido formalmente en la subseccién
1.2.1. En este contexto, surge de forma natural el concepto basico de estrategia. Para
cada jugador, una estrategia en I es un conjunto de reglas contingentes que prescriben
qué ha de hacer en cada uno de sus conjuntos de informacién. Una estrategia, por
tanto, ha de anticipar todas las posibles situaciones en que el individuo puede verse
llamado a jugar y, para cada una de ellas, elegir una de las acciones disponibles.
Obviamente, como no es posible exigir que un individuo tome una decisién que
dependa de informacién que no tiene, una estrategia ha de prescribir la misma accién
en cada uno de los nodos de un determinado conjunto de informacién.

Tal como aparece especificado en [1.1], cada H; denota los conjuntos de infor-
macioén del jugador i € N. En virtud de lo explicado, est4 claro que una estrategia
para i puede formalizarse simplemente mediante una funcién

S; H-i = Ai, [12]
donde definiendo 4, = |J A(h)y A(h) = A(z), Vz € h, se requiere que
heH;
Vh € H;, Vz € h, s;(h) € A(h), [1.3]

esto es, cada una de las acciones elegidas en cada conjunto de informacién estd entre
las efectivamente disponibles.

Sobre la base del concepto de estrategia definido por [1.2]-[1.3], el juego I" en
forma extensiva admite una representacién mucho mas compacta. Esta es la deno-
minada representacion en forma estratégica o normal

G(I) = {N7 {S-i};io’ {”i}zlo}/

donde los conjuntos S; son los espacios de estrategias de los jugadores y las funciones
de pagos
7r1-:.90><51><..‘><5'n—>R

asocian a cada perfil de estrategias (s, s1, s2, ..., s») el pago wf obtenido por el jugador
i en el nodo final 27 resultante. La aparente simplicidad de esta representacion del
juego encierra en la potencial complejidad del espacio de estrategias toda la riqueza



Marco teorico (c. 1) / 9

de detalle (orden de movimiento, dispersion de informacién, etc.) que una repre-
sentacion extensiva del juego presenta de forma explicita.

1.3.2 Ejemplo

Dos jugadores utilizan una “baraja” de tres cartas diferentes para desarrollar el si-
guiente juego. Después de barajar, el jugador 1 elige una carta, la ve, y en funcién de
ello decide “apostar” o “pasar”. Si apuesta, el jugador 2 coge una carta de las dos
restantes y, en funcién de cudl es, decide igualmente “apostar” o “pasar”. Si ambos
jugadores apuestan, el jugador que tiene la carta més alta recibe del otro cien pesetas.
Si alguno no apuesta, no se realiza ningtn pago.

La representacion extensiva del juego se ilustra en la figura 1.5.

1 4 ©,0)
~4 2 p ©,0)
: <A
; (100, -100)
1; p 00
am ;. |‘
A VP 0,0
2 '
<> A
¥ ! (100, -100)
1 p 0}
ma D) A g '-: :: p ©,0)
1 < A
0 : o
: s (-100, 100)
mb 1[,' P (O, 0):“' :
ba A Lie 0,0
" A
bm N1 p _QOF (100,-100)
T~ 2/ 00
| i
E (=100, 100)
1/ » 00

A i P_-00

(=100, 100)

Figura 1.5. Juego de la carta més alta, forma extensiva.
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Las estrategias posibles para cada uno de los jugadores son:

e Naturaleza: Sy = {(¢c1,c2) E BX B:ci e}

donde Baraja (B) = {alta (a), mediana (m),baja (b)}.
e Jugador 1: S; = {s; : B — J; = {Apostar (A4), Pasar (P)}} = (J)~.
o Jugador 2: Sy = {sy : B — J, = {Apostar (A), Pasar (P)}} = (H)E.

Las estrategias de los dos jugadores se pueden representar por ternas cuyas
coordenadas se asocian a cada uno de los posibles conjuntos de informacién. Asi
tenemos:

S1=5={(4,A,4), (4A,P), (A,PA),.. (P,PP)}.

Una vez identificados los espacios de estrategias, la forma estratégica del juego sim-
plemente requiere una asociacién apropiada entre los perfiles de estrategias y los
correspondientes vectores de pago. Fijando la eleccién de la naturaleza a un deter-
minado par de cartas (c;, c;) para cada jugador, esta asociacién entre estrategias y
pagos puede describirse a través de una tabla similar a las utilizadas en secciones an-
teriores. Asi, si hacemos por ejemplo (c1, ¢;) = (m, b), obtenemos la tabla 1.3. (véanse
las variaciones de este ejemplo en el ejercicio 1.1).

1 2 AAA AAP AP PPP
AAA 100, —100 0,0 100, —100 0,0
AAP 100, —100 0,0 100, —100 o 0,0
APA 0,0 0,0 0,0 0,0
PPP 0,0 0.0 0,0 0,0

Tabla 1.3

1.4 Estrategias mixtas y memoria perfecta: Teorema de Kuhn

El concepto de estrategia arriba considerado se conoce como estrategia pura y pres-
cribe de forma determinista la ejecucion de una accion concreta en cada conjunto de
informacion. Debido a que (tal como veremos en el préximo capitulo) en muchos
juegos de interés no existen configuraciones de equilibrio en estrategias puras, una
generalizacion de este concepto que querremos utilizar con frecuencia es el de es-
trategias mixtas. Estas permiten la seleccién de una de las estrategias puras de forma
aleatoria; esto es, en funcién de una “loteria”. Formalmente, el espacio de estrategias
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mixtas para cada jugador i es el conjunto de medidas de probabilidad definidas sobre
su espacio de estrategias puras S;. Se denotard, para cada jugador i = 0,1, ..., n, por
;. SiS; = {si, si2, ..., Sir, } €5 un conjunto finito y r; su cardinal, podemos simple-
mente identificar %; con A" 7!, el simplex de dimensién r; — 1 (esto es, los vectores
r;-dimensionales no negativos cuya suma de componentes es igual a la unidad). Con
estrategias mixtas la funcién de pagos (que, como se recordara, refleja utilidades
Von Neumann-Morgenstern) se extiende al conjunto de perfiles de estrategias mixtas
Y =3 % ... XX, en términos de pagos esperados. Para el caso en que el nimero de
estrategias puras sea finito, estos pagos adoptan la siguiente forma (por simplicidad,
mantenemos la misma notacién ;(-) para reflejar pagos efectivos y esperados):

Voex,Vi=0,1,...,n,

mi(o) = Z o0(sogy) 01(s1¢y) - Onlsng,) ™ (50q0a31q1~ - ann) !
905915---qn=1

Al juego definido por la funcién de pagos precedentes se le conoce como extension
mixta del juego.

Heuristicamente, una estrategia mixta refleja una aleatorizacién, cuya incer-
tidumbre asociada se despeja totalmente al principio del juego, fijando un plan con-
creto (esto es, estrategia pura) que se adoptara sin cambio durante todo su desarrollo.
En contraste con este enfoque, podriamos concebir una situacién en la que los agentes
realizan (o planifican realizar) una aleatorizacion independiente en cada uno de los con-
juntos de informacién en los que pueden llegar a encontrarse a lo largo del juego. Esta
eslaidea que subyace en el concepto de estrategia de comportamiento. Formalmente,
una estrategia de comportamiento es una funcién

vi : Hi — A(4),

que a cada h € H; asocia un vector de probabilidades en A(4;) con la interpretacion
de que, para cada a € A(h), v;(h)(a) es la probabilidad con que el jugador i elige
la accién a cuando se encuentra en un nodo = € h. Naturalmente, se requiere que
vi(h)(a) = 0sia ¢ A(h); esto es, el soporte de ;(h) estd contenido en A(h). El conjunto
de estrategias de comportamiento del jugador i se denotard ¥; = {v; : H; — A(4,)}.

Dadas estas dos formas alternativas de modelar la aleatorizacién en un juego
(estrategias mixtas en ¥; o de comportamiento en ¥;), surge de forma natural la
pregunta de cudl es la relacién entre ambos enfoques. Como primer paso, expli-
camos cémo asociar univocamente una estrategia de comportamiento a cada posible
estrategia mixta o; € ¥; deun jugadori=1,2,...,n.

Heuristicamente, la estrategia de comportamiento -; inducida por una determi-
nada estrategia mixta o; ha de reflejar, para cada h € H; y a € A(h), la probabilidad
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de elegir a, condicionada a que se alcance el conjunto de informacion h. Para apreciar
algunos de los problemas que pueden surgir a este respecto, considérese un juego con
la estructura ilustrada en la figura 1.6. En este juego, el agente 1 tiene cuatro estrate-
gias: (A4,0C), (4, D), (B,C), (B, D). Centrémonos, por ejemplo, en la estrategia mixta
a1 =(1/2,0,0,1/2) y la accién D vinculada al segundo conjunto de informacién del
jugador 1, que denotamos por k. La estrategia &; asocia alaaccién D una probabilidad
“total” en h igual a
Z o 1 (Sl) =il / 2.

{s1€81:51(R)=D}

Sin embargo, ésta no es la probabilidad condicionada de tomar la accién D, sujeto al
hecho de que efectivamente se llegue al conjunto de informacion k. De hecho, esta
probabilidad es nula, ya que el conjunto de informacion considerado sélo se alcanza
(dado 1) si el jugador 1 adopta la estrategia (A, C).

Figura 1.6

Para conseguir una apropiada formalizacién del problema, denétese por S;(h)
el conjunto de estrategias del jugador ¢ que son “compatibles” con un cierto con-
junto de informacién h, esto es, que admiten la posibilidad de que el juego visite un
nodo en h para algiin perfil de estrategias de los demds jugadores. (Por ejemplo,
en el juego ilustrado en la figura 1.6, si k sigue denotando el segundo conjunto de
informacién del jugador 1, Si(R) = {(4,0), (A, D)}.) Con esta notacion, la estrategia
de comportamiento asociada a cualquier estrategia o; € X; se puede construir como

sigue:
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Vh € H; ,Va € A(h),

Yt ey (et Ti(51)
vi(h)(a) = feuct fhaio=a] 3¢ si Z oi(s;) > 0;
2 sieum 9ilsi) s,€8:(h)

vi(h)(a) = Z oi(s;) en otro caso.
{si€8Si:si(h)=a}

[1.4]

Es decir, la probabilidad otorgada por la estrategia de comportamiento +; de
efectuar la accién a en el conjunto de informacién h se identifica con la probabilidad
condicional inducida por o;, siempre y cuando esta estrategia haga posible que h se
alcance (esto es, siemprey cuando ) -, ¢ (4, oi(s:) > 0).Siestonoesasi, y es la propia
estrategia o; del jugador ¢ la que descarta que h se pueda visitar, la probabilidad
condicional mencionada no esta bien definida. En estos casos, discrecionalmente,!
identificamos la probabilidad de jugar cada accién a en h con la probabilidad total
que (de forma esencialmente irrelevante) o; asocia a ello.

Nétese que, por construccion, la formulacién descrita en [1.4] garantiza que tanto
0; como su +y; asociada induzcan la misma “aleatorizacién condicionada” respecto a
las acciones disponibles en cada conjunto de informacién. Desde este punto de vista,
ambas reflejan el mismo comportamiento contingente, al menos si cada conjunto de
informacién se considera por separado. Se desarrolla més adelante una discusion
detallada de las posibles diferencias y sus implicaciones.

En general, la relacién entre estrategias mixtas y de comportamiento, aunque
exhaustiva, no es inyectiva. Es decir, puede haber mds de una estrategia mixta que
dé origen a la misma estrategia de comportamiento. Considérese para ilustrar este
hecho un juego con la estructura reflejada en la figura 1.7.

El jugador 2 tiene en este juego cuatro estrategias puras: (4, C), (4, D), (B, C),
(B, D). Tanto la estrategia mixta o, = (1/4,1/4,1/4,1/4) como o5 = (1/2,0,0,1/2)
generan la misma estrategia de comportamiento v, = ((1/2,1/2),(1/2,1/2)), donde el
primer par corresponde a la loteria aplicada en el primer conjunto de informacién, y
el segundo par a la aplicada en el segundo.

Dada la posible multiplicidad de estrategias mixtas que se pueden asociar a una
determinada estrategia de comportamiento, surge la siguiente pregunta de forma
natural: ;cudl es, en general, la forma mas apropiada de modelar el comportamiento
de los jugadores? Como veremos, la conclusion es la siguiente: cualquiera de estas

! Habria otras posibles formas de completar la estrategia de comportamiento inducida, sin que ello
tuviera implicaciones importantes sobre el andlisis. Por ejemplo, se podria asociar idéntica probabi-
lidad a cada una de las acciones disponibles en un conjunto de informacién si éste no es alcanzable
via o;.
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Figura 1.7

formas alternativas es estratégicamente equivalente si, y esencialmente sélo si, los
agentes disfrutan de memoria perfecta a lo largo del juego.

Antes de entrar en detalle a explicar las caracteristicas precisas de la equivalencia
mencionada, abordamos la formulacién rigurosa de la idea de “memoria perfecta”.
Diremos que un juego exhibe memoria perfecta si, a lo largo de él, los jugadores
nunca olvidan ni las acciones que efectuaron ni la informacién que supieron con
anterioridad. ;Cémo podemos formalizar esta idea? Tal como pasamos a explicar a
continuacién, nos apoyaremos en el versatil concepto de conjunto de informacion.

Formalmente, un jugador i no olvida la accién a € A;(x) que efectud en un cierto
z € K; si

Vo', 2" (&' #2"), = = P(@) = P(a"),
(«'R%, 2"R%, 2 € K;, 7 € K;) = h(Z) # h(3),
donde h(-) denota el conjunto de informacién al que pertenece el nodo en cuestion.

Anélogamente, consideramos el requisito de que el jugador 7 no olvide ninguna
informacion precedente. Ello es equivalente a afirmar que si un jugador no posee una
cierta informacién en algtin momento del juego, tampoco la tenia en un momento
anterior. Formalmente, se describe de la forma siguiente:

Vz,o' € K;, «’ € h(z), [ € K;, 2Rz] = [35} en&): iRz 12

Cuando un juego exhibe memoria perfecta, las estrategias mixtas y de com-
portamiento resultan ser formas estratégicamente equivalentes de modelar el compor-
tamiento de los agentes en el siguiente sentido: para cada jugador y, dado cualquier

2 Naturalmente, z puede muy bien coincidir con .
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perfil de estrategias de sus oponentes (mixtas o de comportamiento), las distribu-
ciones de probabilidad relativas a nodos finales (y, por tanto, pagos) generados por:

(i) una estrategia de comportamiento determinada, o
(ii) cualquieradelas estrategias mixtas queinducen tal estrategia de comportamiento,

son idénticas. Desde esta perspectiva, para cualquier jugador no debera existir pre-
ferencia por una u otra manera de formular y poner en practica su decisién.

A modo de ilustracién, considérense dos juegos con las estructuras representa-
das en las figuras 1.8 y 1.9. Sus acciones y érdenes de movimiento son los mismos,
aunque en el primero haya memoria perfecta y en el segundo no.

C

Figura 1.8

En el primer juego, el jugador 1 tiene ocho estrategias puras:
(A4,C,0), (A,C,D), (A,D,0), (4,D,D), (B,C,0), (B,C,D), (B,D,C), (B, D, D),

donde cometemos la imprecisién (que nos serd 1itil mas adelante) de identificar de
la misma forma las acciones C' y D de cada uno de los dos (distintos) conjuntos de
informacién finales del jugador 1.

Consideremos cualquier estrategia mixta o1 € Al y sea v1 = (11,712, 713) €
A' x  A' x Al su estrategia de comportamiento inducida. Es facil ver que ambas
estrategias son equivalentes en el sentido arriba indicado. A modo de ilustracién,
supéngase que el jugador 2 juega X, y nos centramos en la probabilidad con la que
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perfil de estrategias de sus oponentes (mixtas o de comportamiento), las distribu-
ciones de probabilidad relativas a nodos finales (y, por tanto, pagos) generados por:

(i) una estrategia de comportamiento determinada, o
(ii) cualquieradelas estrategias mixtas que inducen tal estrategia de comportamiento,

son idénticas. Desde esta perspectiva, para cualquier jugador no debera existir pre-
ferencia por una u otra manera de formular y poner en practica su decision.

A modo de ilustracion, considérense dos juegos con las estructuras representa-
das en las figuras 1.8 y 1.9. Sus acciones y érdenes de movimiento son los mismos,
aunque en el primero haya memoria perfecta y en el segundo no.

G

Figura 1.8

En el primer juego, el jugador 1 tiene ocho estrategias puras:
(4,C,0), (A,C,D), (A,D,0), (A,D, D), (B,C,0), (B,C, D), (B, D,C), (B, D, D),

donde cometemos la imprecisién (que nos seré titil mas adelante) de identificar de
la misma forma las acciones C'y D de cada uno de los dos (distintos) conjuntos de
informacién finales del jugador 1.

Consideremos cualquier estrategia mixta o7 € Al y sea y1 = (y11,72,113) €
A' x  A! x A su estrategia de comportamiento inducida. Es f4cil ver que ambas
estrategias son equivalentes en el sentido arriba indicado. A modo de ilustracién,
supéngase que el jugador 2 juega X, y nos centramos en la probabilidad con la que
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Figura 1.9

se alcanza el nodo A-X-C cuando el jugador 1 adopta una cierta estrategia o € 3.
Esta probabilidad viene dada por:?

Prob,,, x)(4-X-C) = Prob,, {(si1(h1) = A) A (s1(h) = C)}
= Prob,, {si1(h1) = A} X Prob,, {si1(ky) = C | s1(h) = A}.

Por construccién (recuérdese [1.4]), tenemos:

E’I‘Obo‘.l {Sl(hl) = A} = ’)’11(14)
]?I‘Oba1 {51 (hz) = | Sl(h]) = A} = ’)’12(0)

de lo que se sigue que, cuando su oponente adopta la estrategia X, el jugador 1
disfruta de las mismas “posibilidades de control” sobre el destino final del juego,
bien utilizando o7, bien su v, asociada. Claramente, estas consideraciones se pueden
extender a cualquier estrategia jugada por el jugador 2.

Por contraste, considérese ahora el segundo juego sin memoria perfecta, en el
que el jugador 1 olvida qué accién efectud ante su primer conjunto de informacién.
Debido a esta pérdida de memoria, el jugador 1 sélo tiene dos conjuntos de infor-
macién y las siguientes cuatro estrategias puras:

(4,0), (A4, D), (B,0), (B, D).

3 Aqui, el primer conjunto de informacién del jugador 1 se denota por h; y su segundo superior
por h;.
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Centrémonos en la siguiente estrategia mixta oy = (1/2,0,0,1/2). Esta da lugar
a la estrategia de comportamiento v, = ((1/2,1/2),(1/2,1/2)), donde los dos vectores
de probabilidades incluidos en ella corresponden a cada uno de los dos conjuntos de
informacién alternativos. En este caso, la estrategia 7; no es ya equivalente a o;. Para
confirmarlo, supéngase de nuevo que el jugador 2 juega X. Entonces, la estrategia
o1 induce probabilidad 1/2 para los dos nodos finales A-X-C'y B-X-D, mientras que
la estrategia 7, induce una probabilidad uniforme 1/4 para cada uno de los cuatro
nodos finales sucesores de la accién X. La razén tltima de esta disparidad es que
en el juego descrito en la figura 1.9, el jugador 1 no disfruta de memoria perfecta.
Por tanto, mediante la estrategia oy este jugador puede correlacionar sus acciones
del primer y segundo conjunto de informacién, algo que le es imposible realizar
mediante la estrategia 7; debido a su “pérdida de memoria”.

Kuhn (1953) demostré que, tal como hemos ilustrado, la posible equivalencia o
no entre estrategias mixtas y de comportamiento depende exclusivamente de que el
juego en cuestién sea o no de memoria perfecta. Este es el contenido del siguiente
teorema, cuya demostracion se omite.

Teorema 1.1 (Kuhn, 1953) En un juego con memoria perfecta, estrategias mixtas y de
comportamiento son estratégicamente equivalentes.

1.5 Juegos en forma coalicional: una digresion por la teoria cooperativa

Las dos formas de representacién de un juego introducidas hasta ahora hacen hin-
capié en el aspecto estratégico de la interaccién. Esta es la dimensién esencial de
los juegos no cooperativos que serdn nuestro objeto fundamental de estudio en este
libro. Junto a este enfoque, la teoria de juegos ha explorado otra via paralela y en gran
medida independiente cuyo objeto es bastante diferente: la conocida como teoria de
juegos cooperativos. Esta tltima, en vez de las interacciones estratégicas de los indivi-
duos se propone analizar los conjuntos de posibilidades disponibles para las diferentes
“coaliciones” de las que los individuos pueden llegar a formar parte.

El supuesto implicito en este enfoque es que los jugadores siempre alcanzaran
finalmente un acuerdo (que deberia ser eficiente), y que este acuerdo puede ser garan-
tizado mediante la “firma” de un contrato vinculante. La cuestién, por tanto, es qué
tipo de contrato se firmara y cémo éste ha de depender de las posibilidades coali-
cionales de cada jugador.

Asociada a cada posible regla para firmar un contrato tenemos una solucién
diferente del juego cooperativo. Algunas de las mds importantes son las conocidas
como el Nicleo, el Valor de Shapley, el Nucleolo, la Solucién de Negociacion de
Nash, la Solucién de Kalai y Smorodinsky, etc. Finalizamos este capitulo introduc-
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torio con un sencillo ejemplo que ayude a sugerir (y sélo esto) algunas ideas. El lector
interesado habra de dirigirse a textos mds exhaustivos (v.g. Myerson (1991) para una
discusién detallada y rigurosa).

Sea un conjunto de individuos N = {1,..,n} (n > 2) a los que se ofrece la
siguiente tentadora posibilidad: un millén de pesetas serd entregado a cualquier
subgrupo que

(a) represente a una mayoria estricta de individuos, y
(b) acuerde una forma concreta de dividir el dinero entre ellos.

La representacién coalicional de este juego se basa en lo que se conoce como su
funcion caracteristica. Esta es una funcién que asocia a cada posible coalicién de indi-
viduos (el conjunto de partes de V) la especificacion de su conjunto de posibilidades
—en nuestro caso, las diferentes asignaciones de dinero que son factibles entre sus
miembros.

Consideremos primero el caso n = 2. En este caso la funcién (de hecho, corres-
pondencia) caracteristica

V:P(N) 3R?

tiene la siguiente forma:*

v =v ({1} =V ({2} =(0,00);
V{1,2}) = {(z1,22) € R 1y + 25 = 10°} .

Ante esta situacién, totalmente simétrica, todas las soluciones propuestas en la
teoria prescriben un resultado simétrico. Por ejemplo, el Valor de Shapley asigna a
cada individuo su contribucién marginal promedio en el proceso secuencial de for-
macion de la gran coalicion N, donde todos los posibles 6rdenes en que este proceso
puede llevarse a cabo tienen el mismo peso. Asi, cuando N = {1,2} hay sélo dos
posibles 6rdenes en que la gran coalicién se puede formar: primero el jugador 1y
después el 2, o viceversa. En el primer caso (1-2), el valor marginal de 1 es cero, mien-
tras que en el segundo (2-1) es de 10°. Por tanto, su contribucién marginal media (y
su valor de Shapley) es % El argumento es reciproco para el jugador 2, que obtiene
por tanto un valor de Shapley idéntico.

El enfoque del Nucleo es muy diferente. Informalmente, se centra en aque-
llos acuerdos que son estables frente a la posibilidad de “bloqueo” por parte de
alguna coalicion. Mds especificamente, un acuerdo se juzga estable cuando 1o exis-
te ninguna coalicion que pueda garantizar un resultado que todos los miembros

4 Por simplicidad, se supone implicitamente que los pagos de los agentes coinciden con sus re-
tribuciones monetarias. Si esto no fuera asi, los conjuntos de posibilidades habrian de ser formulados
en el espacio de pagos (o utilidades).
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de la coalicién prefieran al referido acuerdo. Si, en el ejemplo considerado, N se
compone de sélo dos agentes, esta claro que el nicleo lo forma todo el conjunto
{(:r1, Ty) € Ri Tt T = 106}. Por tanto, se mantiene la simetria en el resultado,
aunque ahora éste no sea una asignacion definida sino un conjunto de ellas (de he-
cho, el conjunto completo de posibilidades).

Reconsideremos ahora la situacién con n = 3. En este caso, la funcién carac-
teristica

V: P(N) 3R®

€s como sigue:

vy =v{1ph =v{2}h =v {3} ={(0,0,0)};
V{i,i}) = {@1,22,23) € RS 1z + 2, =10%4,5=1,2,3, i #j};
Vv ({1,2,3}) = {(1’1,x2.$3) ER:zi+xT)+x3 = 106} .

En este caso, el valor de Shapley refleja de nuevo la simetria de la situacién, pres-
cribiendo que el millén se reparta a partes iguales entre los tres jugadores, es decir, %
para cada uno de ellos. Asi, considérense las seis posibles secuencias en que se puede
formar la gran coalicién. En cuatro de ellas, cada individuo tiene una contribucién
marginal nula (en concreto, cuando ocupa el primer o tiltimo lugar). Por el contrario,
en las dos en que ocupa exactamente el segundo lugar, su contribucién marginal es
10°. Promediando los seis valores, obtenemos la conclusién indicada.

En contraste con lo anterior, resulta bastante mds intrigante el hecho de que el
niicleo del juego con tres jugadores sea vacio. Ello responde a las siguientes consi-
deraciones. Supdéngase que los tres individuos se sientan alrededor de una mesa
para redactar un acuerdo. Si dos individuos pretenden llegar a un acuerdo bilateral
sobrela reparticion del millén que soslaye al tercero, éste reaccionard inmediatamente
ofreciendo a uno de ellos (digamos, al jugador 1) un contrato alternativo que mejore
lo que recibiria en el “amenazante” contrato. (Esto siempre sera beneficioso para él
ya que, si el contrato se firmara, no recibiria nada.) Estas consideraciones eliminan
la posibilidad de contratos exclusivamente bilaterales. ;Y son posibles contratos
trilaterales? Para ver que éstos tampoco son “estables” nétese que cualquier contrato
entre los tres individuos admite la posibilidad de que dos de ellos mejoren su parte
firmando por separado y repartiéndose lo que recibiria el tercero. Ello anula la
estabilidad de cualquier contrato trilateral que otorgue una cantidad positiva alos tres
individuos. Concluimos, por tanto, que ningtn contrato es estable: para cualquier
coalicién que pensara formarse, siempre se podria formar otra beneficiando a sus
miembros en relacién con la primera. Esta inestabilidad es la que subyace en la
inexistencia de cualquier asignacion en el niicleo en el contexto descrito cuando
n = 3. De hecho, es facil ver que este problema se plantea siempre y cuandon > 2.
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Ejercicios

Ejercicio 1.1 Represéntese en forma extensiva las siguientes variaciones del ejemplo

ilustrado en la figura 1.5.

(a) Hay que pagar una cantidad inicial que engrosa la apuesta (si ambos apuestan)
o paga el que pasa si s6lo él lo hace.

(b) Como en (a), con la posibilidad afiadida de que el jugador 1 apueste después de
haber pasado si el 2 apuesta después.

Ejercicio 1.2 Dos generales, A y B, fortificados en sendas colinas distantes entre si
tienen que decidir si atacan al ejército enemigo acampado en el valle. Para que la
expedicion tenga éxito el general A ha de recibir refuerzos. De ello, que depende
de las condiciones metereoldgicas en la retaguardia (no observadas en el frente),
hay una probabilidad 1/2. Los generales han llegado al acuerdo de que si A recibe
los refuerzos, mandara un emisario a B. Saben, sin embargo, que en su caso, este
emisario sélo tiene una probabilidad de 1/3 de atravesar las lineas enemigas. Los
pagos de una victoria se han evaluado en 50 para cada general, cero los de espera
conjunta, y —10 para el que espera y —50 para el que ataca si s6lo uno de ellos lo
hace. Finalmente, si los dos generales atacan pero salen derrotados (porque A no ha
recibido los refuerzos) cada uno de ellos obtiene un pago de —40.
1. Represéntese el juego en forma extensiva.
2. ;Y si el general A considera también la posibilidad de enviar un emisario en
cualquier caso?
3. ;Y si el general A siempre ataca y envia un emisario en el caso (y sélo en €l) de
recibir refuerzos?
4. ;Y si el general A siempre envia un emisario, atacando sélo cuando recibe re-
fuerzos?
5. ¢Cuadl se estima que sera —quizds en términos probabilisticos— el resultado de
la batalla en los dos tltimos casos?

Ejercicio 1.3 En el juego representado en la figura 1.8, supéngase que el jugador
1 utiliza una estrategia mixta o; que asigna igual peso de 1/3 a las tres siguientes
estrategias puras: (4, C, D), (4, D, D), (B, C,C), donde la primera componente hace
referencia a su primer conjunto de informacién, la segunda al conjunto de infor-
macién que sigue a la accién A, y la tercera al que sigue a B. Calctilese formalmente
la estrategia de comportamiento asociada a o7. Considérese ahora la estrategia mixta
o} que asocia un peso igual de 1/2 a las estrategias (A, C, D)y (A, D, D). Calctlese la
estrategia de comportamiento asociada a 7.

Ejercicio 1.4 Represéntese en forma extensiva el juego descrito en la tabla 1.2.

Ejercicio 1.5 Represéntese en forma estratégica el juego descrito en la figura 1.1.
Comparese con el juego descrito en la tabla 1.2.
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Ejercicio 1.6 Sean dos individuos, 1y 2, que juegan al tradicional juego Roca (R) -
Papel (P) - Tijeras (T) : R gana a T, P gana a R, T gana a P. Supéngase que “ganar”
implica recibir del otro jugador 100 Ptas. mientras que, en caso de igualdad en las
acciones de los individuos, no se produce ningtin pago.

1. Represéntese el juego en forma extensiva y estratégica. ;Cudl seria su prediccién
sobre la estrategia utilizada por parte de cada jugador?

2. Considérese ahora la siguiente variacién del juego anterior: el orden de movi-
mientos es estrictamente secuencial (primero uno, después el otro), siendo cada
una de las posibilidades elegida aleatoriamente con igual probabilidad (digamos
que lanzando una moneda al aire) al principio del juego. Represéntese el juego
en forma extensiva y estratégica, indicando también cudles estima que serdn las
estrategias utilizadas por parte de cada jugador. Si a un individuo se le da la
opcién de jugar a la primera version del juego, a la segunda, o a ninguna, ;cual
preferira?

Ejercicio 1.7 Considérese un juego con memoria imperfecta (por ejemplo, el repre-
sentado en la figura 1.9). ;Cuadl considera que es el mas natural de los conceptos
de “estrategia”: el definido en la forma normal del juego, o el de comportamiento?
Discutase.

Ejercicio 1.8 Considérese el juego representado en la figura 1.10, en cuyo inicio la
naturaleza mueve primero con dos acciones equiprobables.

(10,2)
0,2
0,0

(10, 0)

(10, 0)

©0,0)

©,2)

(10, 2)

Figura 1.10
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Propdngase y razénese una prediccién para el juego con memoria perfecta (tal
como estd descrito arriba). Alternativamente, propéngase y razénese una prediccién
para el juego con memoria imperfecta, obtenido del arriba descrito, cuando todos los
nodos finales del jugador 1 pertenecen a un mismo conjunto de informacién.

Ejercicio 1.9 Especifiquese la funcién caracteristica del siguiente contexto. Hay 2n+1
individuos con un guante cada uno. De ellos, n tienen un guante de la mano derecha
y los n + 1 restantes uno de la mano izquierda. Un comerciante de guantes ofrece
pagar mil pesetas por cada pareja complementaria de guantes que se le entregue.
Modelando la situacién como un juego en forma coalicional, especifiquese su funcién
caracteristica y determinese su niticleo (recuérdese que éste tltimo coincide con el
conjunto de todos los acuerdos “estables” entre los individuos).



2. CONCEPTOS BASICOS DE SOLUCION

2.1 Dominancia y dominancia iterativa

Considérese de nuevo el juego del dilema del prisionero introducido en el capitulo
anterior (tabla 1.1). Se recordara que en este juego la estrategia D resulta la mejor para
cada jugador, independientemente de lo que haga el otro. La estrategia D, en otras
palabras, es dominante para cada jugador. Ello nos llevaba a predecir esta decision
por parte de cada uno de ellos.

Mucho mas interesante es el caso en que este criterio de dominancia es utilizado
de forma iterativa. Considérese el siguiente juego bilateral en forma estratégica:

2
A B c
2,2 1,0 0,3
4,4 7,2 6,1
3,5 2,6 8,3

N

Tabla 2.1

Observamos, primeramente, que la estrategia Y al jugador 1 le da un pago mayor
que la estrategia X, sea cual sea la estrategia del individuo 2. Por ello, decimos que la
estrategia Y domina (a veces afiadiremos “fuertemente”) la estrategia X. Si el juga-
dor 1 es racional, no utilizard nunca la estrategia X. Si ademads el jugador 2 razona de
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esta forma (en particular supone que 1 es racional), descartara que 1 vaya a adoptar
X. Una vez descartada esta posibilidad, el juego queda reducido a

2
A B C
Y 4,4 7,2 6,1

Z 3,9 2,6 8,3

En el juego resultante, es ahora el jugador 2 el que tiene una estrategia domi-
nada: la estrategia C, tanto por la estrategia A como por la B. Por tanto, si el jugador
1 supone que 2 es racional, descartard que éste adopte C. Nétese que al considerar
el jugador 1 que 2 razona sobre el juego reducido (en vez del original) esta acep-
tando implicitamente que el jugador 2 supone que 1 (él mismo) es racional. Una vez
descartada C, el juego queda como sigue:

A B
Y 4,4 T

3,5 2,6

En esta tabla, el jugador 1 tiene una estrategia dominada: Z, que lo es por la
estrategia Y. Por tanto, si 2 cree que 1 razona a partir de esta tabla puede descartar
que 1 adopte Z. Noétese que al suponer 2 que 1 razona a partir de esta tabla, cree
implicitamente que 1 cree que 2 cree que 1 es racional. Una vez realizado el descarte
de Z, 2 se enfrenta a la siguiente tabla:

lo cual lleva a 2 a elegir A, que le reporta un mayor pago. En resumen, si suponemos

que:

(i) losjugadores 1y 2 son racionales,

(ii) los jugadores 1y 2 creen que ambos son racionales,

(iii) los jugadores 1y 2 creen que ambos creen que ambos son racionales,

(iv) los jugadores 1 y 2 creen que ambos creen que ambos creen que ambos son
racionales;
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entonces, los jugadores jugaran segtn el perfil (Y, A). La continuacién indefinida de
la cadena de afirmaciones sugerida por (i)-(iv) define una situacién de conocimiento
comiin de racionalidad (en inglés, “common knowledge of rationality”). Es una de-
manda (esto es, condicién necesaria) implicita en casi todos los conceptos de solucién
propuestos por la teoria clasica de juegos. Como explicaremos mds adelante, casi to-
dos ellos requieren bastante mas que un mero conocimiento comun de racionalidad,
v.g. algun grado de expectativas racionales (es decir, correctas) sobre el juego de
los oponentes. Sin embargo, si no admitimos ninguna de tales consideraciones adi-
cionales y “racionalidad” se identifica con la muy débil exigencia de “no adoptar
estrategias dominadas”, el andlisis (nuestro y de los propios jugadores) ha de basarse
exclusivamente en un proceso de descarte iterativo como el arriba descrito.! A con-
tinuacién, pasamos a describir este proceso de forma general y rigurosa.
Sea G = {N,{S;}y, {mi} -y} un juego en forma estratégica.

Definicién 2.1 La estrategia s; del jugador i estd (estrictamente) dominada si existe un
o; € Y, tal que:

Vs_; €ES_;=8) X ... X8;_1XS8i1X...x8,, mwilogs_s)>mi(si,s_;).

Notese que si una estrategia pura s; estd dominada, también lo estd, trivialmente,
cualquier estrategia mixta que le asigne probabilidad positiva.> Analogamente, si una
estrategia pura estd dominada en el sentido anterior, también lo estd si se reemplazan
las estrategias puras s_; por estrategias mixtas o_; en la definicién 2.1. Ello es asi
porque el pago para el jugador i de una estrategia determinada s; frente a un perfil
de estrategias mixtas o_; de los demads jugadores no es mds que una combinacién
convexa de los pagos resultantes con cada uno de los perfiles de estrategias puras
s_; asociados a o_;.

Sin embargo, es importante entender que el concepto de dominancia propuesto
es sustancialmente mads débil que el que resultaria de requerir que las estrategias
dominantes respecto a otra determinada sean necesariamente puras. (Es decir, tal
criterio alternativo de dominancia da lugar a un conjunto de estrategias dominadas
que nunca es mayor que el inducido por el concepto propuesto en la definicién 2.1.)
Para ilustrar este hecho, considérese la tabla 2.2, que por simplicidad incluye sélo los
pagos del jugador 1 en un cierto juego en forma estratégica.

! Este requisito minimo de racionalidad ha de contrastarse con la mayor exigencia postulada por el
concepto de racionalizabilidad, introducido en la seccién 2.8. Alli, un agente se considera racional si la
estrategia elegida maximiza sus pagos esperados, dadas algunas percepciones sobre el comportamiento
de los demas jugadores.

2 Gin embargo, tal como se indica en el ejercicio 2.2, la afirmacién reciproca no es cierta. Es decir,
es falso que, en general, cualquier estrategia mixta dominada (la extensién natural de la definicién
2.1) haya de otorgar peso positivo a alguna estrategia pura dominada. (Véase también la parte (b) del
ejercicio 2.20.)
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2
A B
X 1 1
1= ¥ 3 0
Z 0 3
Tabla 2.2

En el juego correspondiente, ninguna de las estrategias del jugador 1 estd do-
minada por una estrategia pura. Por el contrario, esta claro que la estrategia mixta
o1 =(0,1/2,1/2) domina a la estrategia pura X, ya que garantiza un pago esperado
mayor, independientemente de la estrategia adoptada por el jugador 2.

Ahora formalizamos el proceso iterativo de eliminacién de estrategias domi-
nadas ilustrado para el juego presentado mds arriba (tabla 2.1). El proceso se realiza
a lo largo de una serie de iteraciones ¢ = 1,2, ... Hacemos, primeramente, S? =85;y
> = >, - Para ¢ > 1, definimos:

S? = {si € Sgil - [zai IS Z?_l Vs € 53;177'r(cri, s ;) > mw(s;, S,i)}}
[2.1]

2

e = {a,— c E?ﬂ :sop (0;) C S?} b

donde sop (0;) denota el soporte de la estrategia mixta o;; esto es, el conjunto de
estrategias puras a las que o; asigna peso positivo.

El conjunto de estrategias que sobreviven el proceso indefinido de eliminacién
de estrategias dominadas para el jugador ¢ viene dado por:

oo
s =()s! [2.2]
q=0

Si consideramos juegos finitos (esto es, juegos donde no sélo el conjunto de
jugadores sino sus respectivos espacios de estrategias son finitos) el proceso de elimi-
nacién acabard necesariamente en un niimero maximo de iteraciones. Es decir, existe
un ¢ finito tal que

W=L2, .on Yo 2§ =8 =8

(Vedse la parte (a) del ejercicio 2.1). Por construccion, siempre tenemos que S # (),
ya que una estrategia s6lo se descarta si existe otra estrategia alternativa que ladomina.
Si el proceso iterativo definido da lugar a un solo perfil de estrategias (como en el
ejemplo considerado mas arriba) decimos que el juego en cuestion es resoluble por
dominancia.
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2.2 Equilibrio de Nash

Desgraciadamente, serdn pocos los juegos de interés que, siendo resolubles por do-
minancia, admitan un andlisis tan sencillo y transparente como el descrito en la
seccién anterior. (Recuérdese, por ejemplo, los juegos de la “batalla de los sexos” o
“pares y nones”, descritos en las secciones 1.1 y 1.2.) Por ello, introducimos ahora
un concepto tedrico alternativo: el equilibrio de Nash, cuya existencia estd garantizada
para un conjunto muy amplio de juegos. A diferencia de otras nociones de equilibro
maés “refinadas” (véase el capitulo 4), ésta se define para la forma estratégica del
juego, I', G(I); esto es, s6lo requiere la informacién contenida en esta representacion.

Definicién 2.2 Dado un juego en forma estratégica G, un perfil estratégico s* = (s, s3, ...,
sy,) es un equilibrio de Nash si Vi = 1,2, ...,n, Vs; € S;, m; (s*) > m; (si, 8% ;) .

Verbalmente, un equilibrio de Nash es un perfil estratégico tal que ningtin ju-
gador cuenta con una desviacién unilateral beneficiosa (es decir, dadas las estrategias
adoptadas por los demads en el equilibrio, ninguna estrategia alternativa le reporta a
ese jugador un pago mayor). Conceptualmente, la condicién de equilibrio de Nash
se ha de concebir como un requisito de consistencia: toda prediccién concreta que
hiciéramos para un juego determinado que 1o fuera equilibrio de Nash no tendria
ninguna posibilidad de materializarse si los jugadores se la creyeran y ademads fueran
racionales en el sentido de maximizar sus pagos individuales. Pues, en ese caso, tal
prediccion no se confirmaria, ya que al menos un jugador tendria un incentivo para
desviarse de ella. v

Es facil comprobar que si un juego es resoluble por dominancia, el (tinico) per-
fil estratégico resultante es un equilibrio de Nash (vedse el ejercicio 2.5). En este
sentido, el criterio de Nash conlleva un enfoque del analisis del juego més potente
que el basado en la mera resolucién por dominancia. Induce, en otras palabras, una
condicion necesaria de estabilidad estratégica (recuérdese la discusién anterior) que
resulta mas fuerte (es decir, concluyente) que la reflejada por el criterio de dominan-
cia. Ello no implica, sin embargo, que represente también una condicién suficiente
como base exclusiva para el andlisis de todos los juegos. Recuérdese, por ejemplo,
la “batalla de los sexos” descrita en el capitulo 1 (figura 1.1). En este juego, existen
dos equilibrios de Nash: (F, F) y (C, C). Ninguno de ellos, en funcién exclusiva del
criterio de consistencia de Nash, puede ser preferido respecto al otro. Cualquiera
de ellos es igualmente sélido desde un punto de vista estratégico unilateral. Para
seleccionar uno de ellos deberiamos introducir en el andlisis consideraciones adi-
cionales a las que aparecen en la tabla de pagos. Pueden referirse, por ejemplo, al
contexto particular o social de la interaccién (pasadas citas si las hubo, costumbres
de la sociedad donde se desarrolla el juego, etc.). En juegos mas ricos (por ejemplo,
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con una estructura dindmica o informacional mas compleja) habrd consideraciones
tedricas adicionales que podremos manejar en el andlisis. Ello nos introducirad en
la literatura de los llamados “refinamientos” del equilibrio de Nash, que, tal como
hemos avanzado, son el objeto del futuro capitulo 4. A veces, estos refinamientos
nos permitirdn discriminar entre equilibrios de Nash alternativos.

2.3 Existencia del equilibrio de Nash

Si nos restringimos a estrategias puras (deterministas), hay muchos juegos de interés
que no tienen equilibrios de Nash. Piénsese, por ejemplo, en el juego de “pares y
nones” descrito en el capitulo anterior. Por ello, consideraremos la extensién mixta
del juego, reformulando la definicién 2.2 de la forma obvia. Para esta extension,
tenemos el siguiente primer resultado de existencia en juegos finitos.

Teorema 2.1 (Nash, 1951) Todo juego finito en forma estratégica G —esto es, su extension
mixta— tiene un equilibrio de Nash.

Demostracion. Se define la correspondencia de mejor respuesta para el jugador ¢

put B

de la siguiente forma:®

pi(0)={6; € i : m; (65,0-4) > m; (64,0_4) ,V5; € B;}.

Considérese ahora el producto cartesiano de estas correspondencias:

R e 3

definido por p = p1 X pyx...Xp,. Un punto fijo de p, esto es un ¢* € X tal que
o* € p(c*), es obviamente un equilibrio de Nash. Para probar la existencia de tal
punto fijo utilizaremos el siguiente bien conocido teorema del punto fijo (véase, por
ejemplo, Border (1985)).

Teorema de Kakutani Sea X C R™ un conjunto compacto, convexo y no vacio y
¢: X X una correspondencia hemi-continua superiormente con imdgenes convexas 1o
vacias. La correspondencia o tiene un punto fijo.

3 Nétese que p; (o) sélo depende de o_;. Sin embargo, formalmente, es ttil definir la correspon-
dencia p; sobre todo X.
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Comprobemos que las hipétesis del Teorema de Kakutani se satifacen en nuestro
caso para cada p; y, por tanto, para p. Ya que (véase la seccion 1.4)

n
S eAT m= Hz,-,
=1

el dominio y rango de cada p; es obviamente compacto, convexo y no vacio. Sus
imdgenes son no vacias para todo o, ya que cada m; es una funcién continua (al ser
bilineal en o; y o_;) y, por tanto, alcanza un méaximo en su respectivo X; al ser éste un
conjunto compacto. La convexidad de las imdgenes de cada p; se sigue obviamente
delalinealidad de cada 7; en 0;. Finalmente, la hemicontinuidad superior de cada p;
es una consecuencia de la siguiente version del Teorema del Maximo (véase Border,
1985):

Teorema del Maximo Sean X C R™,Y C R" compacto, ¢ : X 2Y una correspondencia
continuay f : X x Y — R una funcion continua. Se define la correspondencia £ : X Y
por £&(z) = {y € ¢@) : flz,y) > f(z,y), V' € ¢(x)} y la funcion v : X — R por
v(z) = f(g(z)) con y(z) € &£(z). La correspondencia £ es hemicontinua superiormente y la
funcion v continua.

Seidentifica X con X, Y con ;, y sea f(o, 0}) = m;(0},0_;) paracadac € &, o} €
¥;. Particularizando ¢(-) a la correspondencia constante definida por ¢(c) = ; para
todo o € %, los supuestos del Teorema del Maximo se satisfacen. Se concluye, por
tanto, que la correspondencia p; (identificada con ¢ en el enunciado del teorema) es
hemicontinua superiormente para todo: =1,2,...,n.®

Mediante una extensién apropiada del Teorema de Kakutani a espacios infinito-
dimensionales (en nuestro caso conjuntos de medidas de probabilidad definidas sobre
conjuntos infinitos) el teorema anterior admite una generalizacién a juegos en los que
el espacio de estrategias puras no es necesariamente finito.

Teorema 2.2 (Glicksberg, 1952) Sea G un juego en forma estratégica tal que, para cada
jugador © = 1,2,...,n, S; es compacto y =;(-) una funcion continua. El juego G tiene un
equilibrio de Nash.

Ninguno de los dos resultados anteriores garantiza que los equilibrios de Nash que
se establecen hayan de utilizar necesariamente estrategias puras (es decir, obviar
estrategias mixtas 70 degeneradas). Algunos autores ponen fuertes reparos al con-
cepto general de estrategias mixtas debido a su falta de “realismo”. Casi nunca se
contempla en la vida real, arguyen estos autores, situaciones estratégicas de interés
en que los jugadores recurran a mecanismos estocdsticos de decisién. Aunque, como
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veremos en el capitulo 6, exista un argumento tedrico bastante sélido que justifica
las estrategias mixtas como descriptivas de lo que puede suceder en la mente de los
jugadores, tiene interés preguntarse bajo qué condiciones se puede asegurar que un
juego tiene un equilibrio de Nash en estrategias puras. A este respecto, tenemos el
siguiente resultado.

Teorema 2.3 (Debreu, 1952; Fan, 1952; Glicksberg, 1952) Sea G un juego en forma
estratégica tal que, para cada i = 1,2,...,n, S; es compacto, convexo y m;(-) una funcion
cuasi-céncava en s; y continua en s = (s, sy, ..., sp). El juego G tiene un equilibrio de Nash
en estrategias puras.

Demostracion. Ejercicio 2.8. m

2.4 Juegos bilaterales de suma cero

Hay una clase importante de juegos bilaterales que admiten un andlisis mucho mads
exhaustivo que los de tipo general. Estos son los llamados de suma constante. In-
cluyen entre ellos muchos de los juegos bilaterales que usualmente se conciben como
tales en el uso cotidiano del término (juegos de cartas, ajedrez, competiciones de-
portivas). Un ejemplo sencillo es el juego de “pares y nones” descrito en la lecciéon
anterior. La caracteristica fundamental de estos juegos es que la suma de los pagos de
los jugadores se mantiene constante para cualquier perfil de estrategias de ambos. En
particular, es especialmente natural centrarse (sin ninguna pérdida de generalidad
—véase el ejercicio 2.9) en el caso en que esta suma es idénticamente cero. Formal-
mente, la definicién de tales juegos de suma cero es como sigue:

Definicién 2.3 Un juego bilateral G = {{1,2},{S1,S,},{m,m}} es de suma cero si
satisface que m(s) + my(s) = 0 para todo s € S.*

Sea G'unjuego bilateral finito de suma cero. Para cada par de estrategias, s1; € Sy,
sr € Sy, denotaremos aji, = m(s1j, S26) Y bjr = ™ (81]‘, szk) los pagos asociados a
cada uno de los jugadores. Al ser el juego de suma cero, tenemos obviamente que
ajr = —bjy, . Por tanto, el juego admite una representacién compacta a través de una
matriz A de orden r; X r;, esto es, (cardinal de S;) x (cardinal de S,), siendo cada
elemento ajx (j = 1,...,r; k = 1,...,r,) el pago para el jugador j asociado al perfil
estratégico (sy;, s1). Correspondientemente, para un perfil de estrategias mixtas
(01, 09) € A1 x A™271  tenemos:

* Nétese que la condicién de suma cero aplicada a perfiles de estrategias puras se mantiene al
considerar estrategias mixtas (véase la definicion 2.4).
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(o1, 02) = —m(01,02) = 1A 07,

donde o, se intrepreta como un vector fila y o, como un vector columna. Dado
los intereses contrapuestos de ambos jugadores, mientras que el jugador 1 tratara
de maximizar la expresién 014 oy, el 2 tratard de minimizarla. Adquieren especial
relevancia dos valores especificos para estos pagos adquieren especial relevancia. Se
conocen como los valores maximin y minimax.

Heuristicamente, el maximin es el valor médximo que el jugador 1 podria obtener
en el juego en caso de que el 2 pudiera reaccionar (6ptimamente) a toda estrategia
suya minimizando su pago (el del jugador 1). Intuitivamente, este valor corresponde
al pago que 1 esperaria si fuese extremadamente pesimista sobre la capacidad de
anticipacién de su oponente. Formalmente, corresponde a:

vy = max min o1Ao;.
0'1621 02622
Simétricamente, definimos el minimax, el cual tiene una interpretacién andloga
para el jugador 2:

v, = min max oiAos.
0'2622 171€21

El resultado fundamental para juegos de suma cero es el siguiente teorema.

Teorema 2.4 (Von Neumann, 1928) Sea G un juego bilateral finito de suma cero.
(i) vy = vy =v*.
(ii) Para todo equilibrio de Nash (o7, 03), o7 A 05 = v*.

Demostracion. Probemos primero que v, > v;. Dado cualquier 6; € ¥;, obviamente
tenemos:

min 5'1A0'2 < 6’1A5’2, \V,&z [ 22. [23]
op€24
Aplicando el operador max,, 5, a ambos miembros de la desigualdad prece-
dente, tenemos:

V1 = Imax min 0’1A0'2 < max 0'1145’2, V&z € .
olezl Uzezz U]EE]

Por tanto, aplicando ahora el operador min, .y, a ambos miembros de la dltima
expresion:

v1 < min max o140, = v,
02622 01621

lo que prueba la deseada desigualdad v, > v;.
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Probemos ahora que v; > v, . Sea (07, 03) un equilibrio de Nash de G (un
equilibrio siempre existe por el teorema 2.1). Por definicién de equilibrio de Nash:

oiAo; > oAoy, Yo €% [2.4]

ofAcy <o{Acy, Voi €Y, [2.5]
Por otro lado:
v; = max min o014 oy

01€X 026X,

> min o; A o,.
62622

Ya que, por [2.5],

min o Aoy, =07 Ao,
0’2622

se sigue que:
v >o0,Ao;.

En vista de [2.4], tenemos:

o7 Ao; = max o1A o,
01€24

Yy, por tanto,

vy > max 1A o)

G]EE]
> min max o014 oy = vp.
02622 01621

Combinando v, > vy y v; > v, obtendremos la parte (i) del teorema, v = vy = v*.
La parte (ii) es consecuencia inmediata de esta igualdad. m

Por la parte (i) del teorema 2.4, el maximin y el minimax de un juego bilateral de
suma cero coinciden. Al hilo de la motivacién de estos conceptos desarrollada mas
arriba, podriamos decir (por (ii)) que las expectativas “mds pesimistas” de los dos
agentes se confirman simultdneamente en cualquier equilibrio de Nash: cada agente i
obtiene el maximo pago v; = v* consistente con una “anticipacion” perfecta de sus
acciones por parte del oponente. Si bien pudieran existir varios equilibrios de Nash,
en todos ellos ambos agentes obtienen ese pago. De hecho, se puede probar que las
estrategias de equilibrio se pueden elegir independientemente para cada agente. Es
decir, a diferencia de lo que ocurre en juegos generales, un equilibrio en este caso no
requiere ningun grado de coordinacién en las expectativas de los agentes.
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Observacion 2.1 Noétese que el valor “maximin”, v;, y el “minimax”, v,, siempre
pueden definirse para juegos bilaterales arbitrarios (no necesariamente de suma cero).
El argumento por el que concluiamos en la demostracién del teorema 2.4 que v, > v
esvélido para cualquier juego bilateral. No asi, sin embargo, la desigualdad reciproca,
que es la que implica la igualdad probada entre los dos valores; ésta tltima sélo es
vélida en general para juegos de suma cero.

Para terminar esta seccién, hacemos notar que los resultados obtenidos para
juegos bilaterales de suma cero 1o se generalizan para un nimero mayor de agentes
(véase el ejercicio 2.11).

2.5 Equilibrio fuerte e inmune a coaliciones

Un equilibrio de Nash es, esencialmente, un perfil estratégico del cual no hay desvia-
ciones unilaterales beneficiosas. Hay implicito detrds de este concepto el supuesto
de que los jugadores no pueden coordinarse en la adopcién simultdnea de una
desviacion conjunta. En algunos contextos, este supuesto no es adecuado y necesita-
mos considerar un concepto de equilibrio que sea resistente a la posibilidad de que
se produzcan desviaciones multilaterales. Una primera aproximacioén a esta idea la
proporciona el concepto de equilibrio fuerte, debido a Aumann (1959). Analogamente
al concepto de equilibrio de Nash, un equilibrio fuerte es un perfil estratégico para
el cual no existe ninguna desviacién conjunta de algiin subconjunto de jugadores
que sea mejor (estrictamente) para todos ellos. En particular, este subconjunto puede
coincidir con el conjunto de todos los jugadores. Esto implica, por tanto, que todo
equilibrio fuerte ha de ser (débilmente) eficiente en el sentido de Pareto; esto es, no
ha de existir ningtin otro perfil estratégico que prefieran todos los jugadores.

Definicién 2.4 Un perfil estratégico o* es un equilibrio fuerte si VM C N, no existe
ningiin (o) jenr tal que Vj € M,

mi((oj)jem, (07)ien\m) > mi(c™).

Obviamente, el concepto de equilibrio fuerte es mas exigente que el de Nash, ya
que requiere la inmunidad respecto a a un conjunto mas amplio de posibles desvia-
ciones. De hecho, es tan exigente que en muchas situaciones de interés su existencia
no esta garantizada: por ejemplo, en aquellos juegos en que todo perfil estratégico
que es eficiente en el sentido de Pareto no es equilibrio de Nash (recuérdese, por
ejemplo, el dilema del prisionero presentado en la seccion 1.1). Aqui aparece ademads
un problema conceptual importante que ilustramos con el siguiente ejemplo, debido
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a Bernheim, Peleg, y Whinston (1987). Hay tres jugadores, cuya interaccién aparece
representada en las siguientes tablas:

0,0,10 -5,=5,0 X -2,-2,0 —=5,—5,0

¥ =5, =5,0 1,1,4 Y -5,-5,0 =1, <15

Tabla 2.3

donde el jugador 1 elige filas (X o Y), el 2 columnas (A o B), y el 3 tablas de pagos
(M o N). Este juego tiene dos equilibrios de Nash. Uno, (X, A, M), domina en el
sentido de Pareto al otro, (Y, B, N). Este tltimo, por tanto, no puede ser un equilibrio
fuerte en el sentido de Aumann. Consideremos, sin embargo, la desviacién de los
tres jugadores de (Y, B, N) a (X, A, M). Si los jugadores 1 y 2 toman como dada la
desviacion del jugador 3 hacia M, la misma motivacién que subyace en la nocién de
equilibrio fuerte llevaria a exigir que no existiera una desviacién conjunta de estos
dos tdltimos jugadores con la que ellos mejoraran. Y en este caso, no ocurre asi: dado
que 3 selecciona la primera de las tablas de pagos, los jugadores 1y 2 prefieren jugar
(Y, B), lo cual es un equilibrio eficiente en el sentido de Pareto del juego bilateral
inducido. Si 3 anticipa esto, no querrd adoptar la desviacién conjunta que llevaria a
los jugadores a abandonar el equilibrio ineficiente (Y, B, N).

Ante estas consideraciones, Bernheim, Peleg, y Whinston (1987) proponen su
concepto de equilibrio inmune a coaliciones (“coalition-proof equilibrium”). Lo des-
cribiremos sélo informalmente. Un perfil estratégico define un equilibrio inmune a
coaliciones si satisface el siguiente proceso inductivo. Primero, ha de ser equilibrio de
Nash; es decir, ha de ser inmune a desviaciones unilaterales beneficiosas. Segundo,
ha de ser también resistente a desviaciones bilaterales beneficiosas, con el requisito
adicional de que cualquier posible desviacion bilateral de este tipo ha de inducir un
equilibrio de Nash en el juego que resulta entre los dos jugadores en cuestién cuando
los restantes mantienen sus estrategias fijas. Prosiguiendo de forma inductiva, estas
consideraciones han de iterarse para coaliciones de cualquier tamafio, siempre te-
niendo en cuenta la siguiente condicién fundamental: cualquier desviacién conjunta
ha de definir un equilibrio inmune a coaliciones para el juego inducido cuando los
restantes jugadores mantienen sus estrategias fijas.

Sin duda, el criterio de estabilidad estratégica propuesto por el concepto de
equilibrio inmune a coaliciones es sustancialmente mas débil que el del equilibrio
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fuerte: se permite un niimero menor de desviaciones, ya que se descartan algunas de
éstas por su falta de “consistencia interna”. Por ejemplo, considerando de nuevo el
dilema del prisionero, concluimos que su equilibrio de Nash (D, D) ahora si define un
equilibrio inmune a coaliciones: la desviacién conjunta a (N, N) se descarta, ya que
no es robusta frente a desviaciones de alguna de las “subcoaliciones” consistentes en
un solo jugador.

A pesar de su mucha menor exigencia, se pueden construir ejemplos que ilustran
el hecho de que, a fin de cuentas, también el equilibrio inmune a coaliciones est sujeto
al mismo problema fundamental que afectaba al equilibrio fuerte: deja de existir en
muchos contextos relevantes.’ Es por lo que, en general, la relevancia préctica de
ambos conceptos estd bastante limitada y un analisis estratégico satisfactorio de base
coalicional es uno de los temas pendientes mds importantes de la teoria de juegos.
Aquisélo hemosilustrado someramente la naturaleza delos problemas que surgen en
este campo y dos de las vias propuestas por la literatura para abordarlos parcialmente.

2.6 Equilibrio correlado

Considérese la siguiente tabla de pagos:

A B
X 5,1 0,0

Y 4,4 1,5

Tabla 2.4

El juego asociado es en alguna medida parecido a la “batalla de los sexos”, con dos
equilibrios de Nash en estrategias puras. Uno de estos equilibrios, (X, A), es el que
prefiere el jugador 1; el otro, (Y, B), es el que prefiere el jugador 2. Si los jugadores
insistieran en alcanzar un equilibrio simétrico, existe uno en estrategias mixtas que
otorga un pago idéntico ex-ante de 5/2 a ambos jugadores. Sin embargo, este equi-
librio lleva aparejada una ineficiencia (el perfil estratégico (Y, A) induce un pago de
4 para cada jugador) que es esencialmente una consecuencia de la “aleatorizaciéon”
independiente que los jugadores realizan en ese equilibrio. En principio, pareceria que
solo si los jugadores recurren a algiin mecanismo de coordinacién en sus decisiones

5 Un caso interesante en el que siempre existe un equilibrio inmune a coaliciones viene dado por
aquellos juegos en los que el conjunto S = 57° x S5° x ... x §%° (véase [2.2]) contiene un perfil s*
que domina en el sentido de Pareto (débilmente) todos los otros perfiles estratégicos s € S*°. Bajo
esas circunstancias, Moreno y Wooders (1996) prueban que s* es un equilibrio inmune a coaliciones.
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(quizés también aleatorio, aunque ex ante simétrico), la eficiencia y la simetria podrian
llegar a compatibilizarse.

Esta es esencialmente la idea que refleja el concepto de equilibrio correlado pro-
puesto por Aumann (1974). Supdngase que los jugadores deciden adoptar el si-
guiente mecanismo de coordinacién: lanzar una moneda y, si sale cara, jugar (X, A);
si sale cruz, jugar (Y, B). Ya que cada una de estas situaciones es de equilibrio, la
coordinacion aleatoria entre ellas también lo es. O, en otras palabras, si los jugadores
acuerdan utilizar este mecanismo, ninguno de ellos tiene incentivos para desviarse
de sus prescripciones. Por otro lado, el pago ex-ante de utilizarlo es de 3 para cada
jugador, lo que palia la anteriormente descrita ineficiencia inducida por la aleatori-
zacién independiente de los jugadores en el tinico equilibrio simétrico del juego.

A pesar de la mejora que el mecanismo descrito supone, éste no es, sin embargo,
eficiente en el conjunto del juego, ya que el perfil (Y, A) lo domina. Desgraciada-
mente, este perfil no es un equilibrio y, por tanto, es un objetivo demasiado ambicioso.
¢(Podrian los jugadores, sin embargo, acercarse a los pagos inducidos por (Y, A) mas
alld de la mera alternancia entre cada uno de los equilibrios existentes en estrategias
puras? Todo pareceria indicar que no: si un perfil estratégico no es un equilibrio, nada
conseguird que los agentes lo adopten en decisiones independientes. Esta intuitiva
afirmacion es esencialmente cierta si, en los mecanismos de coordinacién contempla-
dos, las sefales utilizadas por los jugadores son idénticas para cada uno de ellos (por
ejemplo, si son totalmente ptiblicas como el lanzamiento de una moneda al aire antes
descrito).

Consideremos, sin embargo, la posibilidad de que el mecanismo de coordinacién
que utilicen los agentes pueda enviar sefiales diferentes (aunque posiblemente corre-
ladas) a cada uno de ellos. Especificamente, supéngase que utilizan un mecanismo
que produce uno de tres estados en el conjunto 2 = {w;,w,,ws}, todos igualmente
probables. Sin embargo, una vez producida la realizacién, el mecanismo no comunica
la misma sefial a los dos agentes:

e Sise produce w; se le comunica exactamente esto al jugador 1, pero al jugador
2 s6lo se le comunica que el suceso U = (w; V wy) (esto es, “w; 0 wy”) se ha
producido.

e Si se produce w,, al jugador 1 se le comunica el suceso V = (w2 V w3), y el
jugador 2 contintda recibiendo la misma informacién que en el caso anterior: se
ha producido U.

¢ Finalmente, si se produce ws, se le comunica exactamente esto al jugador 2, pero
al jugador 1 sélo se le da a conocer el suceso V.

De forma compacta, todo lo anterior se puede formular mediante la especifi-
cacién de una particion informacional P; asignada a cada jugador : = 1,2, que refleja
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la capacidad de discriminacién que el agente posee sobre el estado subyacente una
vez recibido cada uno de los posibles mensajes. Para el mecanismo descrito, estas
particiones son como sigue:

P1 = A{w1,V},
Pz = {U,w;;}.

Supongamos ahora que el mecanismo “recomienda” las siguientes respuestas a
las sefiales recibidas por parte de cada jugador.

e Parael jugador1: X siw;, Y siV;
e Para el jugador 2: AsiU, B siws.

Si los jugadores siguen estas recomendaciones, el pago esperado para cada ju-
gador es de 10/3, mayor que el pago de 3 que pueden obtener aleatorizando entre
equilibrios. Por otro lado, es facil de comprobar que estas recomendaciones del
mecanismo serdn seguidas por los agentes. Hagamoslo, por ejemplo, para el caso en
que se producen w; 0 w3, ya que el caso asociado a w; es analogo al que se da cuando
ocurre ws.

Primeramente, considérese la situacién cuando se produce w,. En ese caso el ju-
gador 1 recibe la “sefial” V' y el 2 la “sefal” U. Dada la sefial recibida por el juga-
dor 1, éste sabe que ha ocurrido, o bien w, o bien ws, y debe atribuir a cada uno
de ellos una probabilidad subjetiva (a posteriori) igual a 1/2. El jugador 1 también
sabe que si de hecho se ha producido w, (algo de lo que no esta seguro), el jugador
2 adoptara A, mientras que si es w3, adoptard B (recuérdense las recomendaciones
postuladas). Ante esta situacién, Y es una decision 6ptima (no la tinica), que coincide
con lo recomendado. Y andlogamente para el jugador 2: después de recibir la sefial
U, atribuira una probabilidad 1/2 a que el jugador 1 adopte, o bien X o bien Y. Ante
ello, la recomendacién A es éptima (aunque no tnica, de nuevo).

Consideremos ahora la situacién cuando se produce ws. En este caso, las pro-
babilidades subjetivas a posteriori de 1 son, después de la sehial V, como antes: de
1/2 para cada posible accién de 2. Con respecto al jugador 2, al recibir la sefial w3,
sus probabilidades subjetivas estdn concentradas en la accién Y para 1. Por tanto, en
este caso también, la recomendacién de optar por B es 6ptima para 2, ya que es su
mejor respuesta a la estrategia Y por parte de 1.

Como unailustracién adicional del papel crucial desempefiado por las asimetrias
informacionales en el presente contexto, consideramos ahora un ejemplo algo para-
ddjico. Este ejemplo ilustra la importante idea de que, a diferencia de lo que ocurre
en contextos de decision individual (y, por tanto, no estratégica), un agente inmerso
en un marco genuinamente estratégico puede mejorar sus pagos de equilibrio cuando
pierde (o prescinde de) posibilidades que serian “valiosas” ex post. Este fenémeno
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es bastante general y surgird a lo largo de este libro con diferentes variantes. En
el presente caso las posibilidades eliminadas conciernen a la “informacién” de los
agentes, pero en el ejercicio 2.4 serdn “titiles”, y en el capitulo 4 se referirdn a posibles
acciones alternativas.

Sean tres jugadores: 1,2, y 3: el primero selecciona filas, el segundo columnas,
y el tercero tablas de pagos, tal como aparecen descritas a continuacién:

2 2
A B A B
1 0,1,3 0,0,0 1 X 2,2,2 0,0,0
Y 1,1,0 1,0,0 Y 1,1,0 2.2,2
3 M N
2
A B
0,1,0 0,0,0
1
Y 1,1,0 1,0,3
Q
Tabla 2.5

El dnico equilibrio de Nash del juego es (Y, A, M ) —véase el ejercicio 2.14. Su-
pongamos ahora que los jugadores establecen el siguiente mecanismo (estocéstico)
de coordinacién. Se pueden dar dos posibles realizaciones estocasticas, w; y ws, con
igual probabilidad. Los jugadores 1y 2 conocen con certeza la realizacién, mientras
que 3 no recibe ninguna informacién al respecto. Por tanto, sus particiones son:

P1 =P, = {w,w},
P3 = { (w1 \% u)z)}.

Es inmediato comprobar que las siguientes recomendaciones definen un equi-
librio para el mecanismo considerado:

e Para el jugador 1: X siw;, Y siwy,
e Para el jugador 2: A siwy, B siwy,
e Para el jugador 3: N.
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Supongamos ahora que se le concede al jugador 3 la posibilidad de modificar la
naturaleza del mecanismo de sefializacién considerado, de forma que, si él quisiera,
pudiera acceder a la misma informacién (completa) que sus oponentes. Enfrentado
a esa opcion, el jugador 3 preferira descartarla. Pues si conociera con exactitud el
estado realizado (y, en ese caso, los demas jugadores sabrian que esto es asi, ya que
las reglas del mecanismo han de ser publicas), las anteriores recomendaciones ya no
definirian un equilibrio. Sus oponentes podrian deducir que, en ese caso, el juga-
dor 3 reaccionaria de la siguiente forma:

Msiw;; QSiwo,

esto es, violaria las recomendaciones. Ello destruye los incentivos de los jugado-
res1y2 para comportarse tal como se lesrecomienda, conlo que se colapsa totalmente
el mecanismo que permite a todos los jugadores alcanzar un pago de 2. Y en ese caso,
la tinica situacién de equilibrio consistente con el mecanismo que trata a todos los
jugadores de forma simétrica es la siguiente: escoger siempre el (tinico) equilibrio de
Nash, con lo que todos alcanzan un pago de 1. Por tanto, todos pierden en relacién
con el mecanismo (asimétrico) original.

Una vez introducidas las ideas intuitivas que subyacen en el concepto de equi-
librio correlado, pasamos ahora a presentarlo formalmente. Sea G un juego en forma
estratégica. Un mecanismo estocéstico de coordinacion del tipo que se ha ilustrado
se formaliza mediante:

(i) Una variable aleatoria definida sobre un conjunto finito 2 con probabilidades
p(w) para cada w € Q.

(ii) Para cada i = 1,2,...,n, una particién de €, P;, que refleja la informacién del
jugador i sobre la realizacion de la variable aleatoria subyacente.

En este contexto, una estrategia para el jugador ¢ se formaliza por una funcién

Yi:Q— S
que se requiere que sea “medible” con respecto a P; . Esto es, cada +; ha de satisfacer:
Ve; € P;i, Yw,w' € e;,7i(w) = 7i(w).

Con ello reflejamos un requisito ya familiar (recuérdese la seccién 1.2): la estrategia
del jugador i no puede depender de informacién de la que no dispone.

Definicién 2.5 Decimos que un perfil de estrategias v = (v, ..., yn) €s un equilibrio correlado
siVi=1,2,...,n, ¥¥; : Q — S; que sea medible con respecto a P;,

D p@mly @) = D plwmii @), v—s W),
we wefd
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Observacién 2.2 Nétese que la definicién precedente refleja, para cada jugador ¢,
una coleccion de problemas de maximizacién “paralelos” (o independientes) para
cada elemento de su particién P; (ejercicio 2.15). O, en otras palabras, el éptimo
ex ante que la estrategia de cada jugador ha de satisfacer en equilibrio exige que la
decisién prescrita para cada sefial maximice el pago esperado ex post asociado a las
percepciones a posteriori inducidas.

Tal como ha sido presentado en la definicion anterior, el concepto de equilibrio
correlado promete ser una construccién “incémoda”, pues, asociado a cada equili-
brio, parece necesario definir de forma explicita el mecanismo aleatorio (posiblemente
muy complejo) que lo sustenta. De hecho, este aparato formal es en buena medida
innecesario y es posible centrase exclusivamente en lo que es la funcién esencial de
un equilibrio correlado: suministrar a los jugadores unas recomendaciones que sean
individualmente éptimas y posiblemente correladas.

Abordando el problema de esta forma “reducida”, todo lo que se necesita es
una especificacién de las probabilidades con las que el mecanismo produce los dis-
tintos perfiles de recomendaciones, comunicadas de forma privada a cada jugador.
Asi, desde esta perspectiva, un equilibrio correlado puede ser redefinido simple-
mente como una densidad de probabilidad sobre los distintos perfiles de recomen-
daciones de forma que, conociendo como son seleccionadas, todos los jugadores
quieren seguirlas de forma voluntaria. Formalmente, ello da lugar a la siguiente
definicién alternativa:

Definicién 2.6 Un equilibrio correlado es una distribucion de probabilidades p : £, x
. XX, —[0,1] tal que,Vi=1,2,...,n,Vn; : £; — Z;,

Z p (o) m; (o) > Z p (o) mi (n; () ,0-4) .
UGZ 0'62

La anterior definicién puede ser interpretada de la manera siguiente. Supéngase
que cada jugador ¢ recibe la recomendacién de jugar una determinada estrategia
o; de forma totalmente privada, pero todos ellos son totalmente conscientes de la
probabilidad p(o) con la que cada perfil o es elegido por el mecanismo. En ese caso,
para que p(-) defina un equilibrio correlado, ningtin jugador i ha de ser capaz de
mejorar reaccionando a alguna posible recomendacién o; con una eleccién distinta
;. (Por tanto, no debe poder mejorar recurriendo a una funcién n; en la definicién 2.7
que sea distinta de la identidad.) Esta forma alternativa (y naturalmente equivalente)
de definir el equilibrio correlado enfatiza una idea importante: las recomendaciones
enviadas a cada jugador i son la tinica informacién relevante que el mecanismo le
proporciona. Consiguientemente, cualquier estrategia de desviacién de este jugador
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debe ser medible con respecto a la particién inducida por sus recomendaciones, es
decir, esta constrefiida a depender sélo de ellas.

Noétese que todo equilibrio de Nash del juego subyacente es, trivialmente, un
equilibrio correlado en donde las recomendaciones a los jugadores no estan corre-
ladas. Por tanto, la existencia de éste tltimo estd garantizada por el teorema 2.1.
En general, sin embargo, el conjunto de equilibrios correlados sera mayor que el de
equilibrios de Nash. Esto serd desde luego asi cuando el equilibrio de Nash no sea
tnico, pues en este caso, y tal como fue ilustrado por alguno de nuestros ejemplos,
estd claro que cualquier distribucién de probabilidad sobre los equilibrios de Nash
define un equilibrio correlado, que permite a los jugadores alcanzar cualquier pago
esperado incluido en la envoltura convexa de los equilibrios de Nash.

Si el mecanismo de coordinacién no utiliza mas que sefiales (o recomendaciones)
publicas, sélo podran darse estos equilibrios correlados. Sin embargo, nuestros ejem-
plos también han ilustrado que, en general, las posibilidades serdn mucho mds am-
plias si las sefiales pueden ser privadas en grados diferentes (y asimétricos). En este
caso, hemos visto cémo el equilibrio correlado puede permitir a los jugadores al-
canzar niveles de pagos que son inalcanzables como mera combinacién convexa de
equilibrios de Nash.

En vista de las ganancias de eficiencia que un mecanismo como el descrito por el
equilibrio correlado puede permitir a los jugadores, podemos suponer que éstos, en
una fase anterior al juego propiamente dicho, tratardn de llegar a un acuerdo sobre
el mecanismo concreto que utilizar; es decir, intentardn llegar a un consenso sobre la
naturaleza del equilibrio correlado que guiard subsiguientemente el juego efectivo. Si
llegaran a un acuerdo, no les quedaria ya mds que disefiar una “mdquina estocéstica”
que lo implemente, o si no confiar su ejecucién a un “mediador imparcial”.

En un cierto sentido, el tipo de comunicacién que la anterior descripcion sugiere
no es cualitativamente distinto del que necesitarian los jugadores para coordinarse en
un determinado equilibrio de Nash. Si el equilibrio de Nash es tinico, la creencia de
que se jugara algiin equilibrio puede ser suficiente para conseguir esa coordinacién
de una forma més o menos implicita. Sin embargo, cuando son varios los equili-
brios de Nash, ello ya no es posible y los jugadores pueden encontrar serios problemas
para alcanzar la deseada coordinacién.

Es habitual encontrar en la literatura una firme defensa del siguiente principio
metodélogico: la representacién de un juego ha de incluir todos los detalles rele-
vantes de la situacién; s6lo aquello formalmente incluido en ella debe ser utilizado
en el andlisis. Desde esta perspectiva, cualquier via de comunicacién que los ju-
gadores pudieran utilizar con anterioridad al juego ha de incluirse expresamente
en el juego mismo. Y si, como es bien posible, una vez entablado el juego de esta
forma atin subsisten los problemas arriba descritos, ya no es licito recurrir de nuevo
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a consideraciones (v.g. posibilidades de comunicacién entre los jugadores) que, pre-
sumiblemente, han sido ya integramente incluidas en el marco teérico. En respuesta
alos dificiles problemas conceptuales que la anterior discusién sugiere, se arguye con
frecuencia que un andlisis apropiado de situaciones estratégicas ha de fundamentarse
en premisas exclusivamente individualistas que modelen el comportamiento de los
agentes como resultado de un proceso de decisién totalmente independiente. Este es
precisamente el enfoque adoptado en la préxima seccién.

2.7 Racionalizabilidad

Cuando no se presume ninguna convergencia previa de las expectativas de los ju-
gadores sobre el juego de los demas, el andlisis de la situacién llevado a cabo in-
dependientemente por cada uno de ellos ha de estar sélo basado en el supuesto de
racionalidad de sus oponentes; o, de forma algo més precisa, en el supuesto de que
la racionalidad (tanto de él como de sus oponentes) es conocimiento comiin. Tal como
avanzamos al principio de este capitulo, decir que la racionalidad de los jugado-
res es conocimiento comun significa que la siguiente cadena indefinida de afirma-
ciones es cierta (Aumann (1976)):

(i) todos los jugadores son racionales;

(ii) todos los jugadores saben que todos son racionales;

(iii) todos los jugadores saben que todos saben que son racionales;
(iv) todos los jugadores..., etc.

En contraste con la seccién 2.1, adoptaremos aqui una concepcién mas fuerte
de lo que se entiende por racionalidad. En concreto, un agente se dira racional si
existen ciertas percepciones por su parte sobre lo que los demaés jugadores van a hacer
que permitan concebir la estrategia que adopta como maximizadora de sus pagos
esperados. Obviamente, esto elimina la posibilidad de que juegue con probabilidad
positiva una estrategia pura dominada, en el sentido de la definicién 2.1.

Supongamos, por simplicidad, que sélo hay dos jugadores, 1 y 2. Si la anterior
cadena de afirmaciones (i), (ii), (iii), ... es cierta y ninguno de los dos jugadores experi-
menta ningtn limite a su capacidad de andlisis, la estrategia adoptada por cualquiera
de ellos, digamos el 1, ha de satisfacer:

(i)' Por (i), su estrategia ha de ser una “mejor respuesta” a alguna percepcién suya
(medida subjetiva de probabilidad) sobre cudl es la estrategia de 2. A este tipo
de percepcién la denominamos de primer orden (o nivel).

(i1)’ Por (ii), debe ser posible “racionalizar” (esto es, fundamentar de forma con-
sistente con el conocimiento comtn de racionalidad) cualquier percepcién de



Conceptos bdsicos de solucion (c. 2) / 43

primer orden considerada en (i). Ello requiere que exista alguna percepcion
(de 1) sobre lo que 2 percibe al primer nivel y su mejor respuesta asociada que
induzca la percepcién de primer orden (de 1) consideradas en (i). Tales percep-
ciones (medidas subjetivas de probabilidad sobre percepciones de primer orden
del oponente) se denominan percepciones de segundo orden.

(iii)" Por (iii), ha de ser posible racionalizar cualquier percepcién de 1 de segundo
orden considerada en (ii) a través de percepciones de tercer orden sobre cudles
son las percepciones de 2 de segundo orden. Estas percepciones se denominan
de tercer orden.

(iv)" Por (iv)...

La figura 2.1 ilustra el proceso anterior de “racionalizaciones”.

1r

y 1s{2s{1r}} 5 g 15 {2r} . Pi L5
i = 1 . el
2 1

P P2 2,

Figura2.1. Percepciones que reflejan un “conocimiento comiin
de racionalidad”.

LEYENDA:

“

jr” (j = 1, 2) representa la afirmacién “el jugador j es racional”;
“js{-}” representa la afirmacién “el jugador j sabe {-}";

P]k representa percepciones de orden £ a cargo del jugador j,
que estan definidas sobre el conjunto Pffl (las percepciones de
orden k — 1 del jugador j', j/ # j), siendo P](-) = s

Las flechas verticales apuntan al espacio donde las percepciones
respectivas de orden superior estdn definidas.

Las flechas horizontales representan las implicaciones de consis-
tencia que percepciones de un cierto orden imponen sobre las
percepciones de menor orden (del mismo jugador) a través del
supuesto de conocimiento conuin de racionalidad.

Una estrategia que verifique toda la cadena de racionalizaciones mencionada
mas arriba se conoce como racionalizable (un concepto propuesto independientemente
por Bernheim (1984) y Pearce (1984)). A continuacién, presentamos su definicién
formal que refleja de forma rigurosa las consideraciones expuestas en (i)’-(iv)’.
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Sea G = {N,{S;}",,{mi},} un juego finito en forma estratégica. Considérese,
para cada jugador i, la sucesién {7 }:ZO definida de la forma siguiente:

) £ = {a,- €SI 3o €8Y imi(os,0-0) > m (Gi,0-9), Ve € ST } [2.6]

Definicién 2.7 Para cada i = 1,2,...n, R; = (172, 5] es el conjunto de estrategias
racionalizables. Un perfil estratégico o se dice racionalizable si cada uno de sus compo-
nentes o; es racionalizable.

El proceso iterativo inducido por (a)-(b) formaliza la cadena de afirmaciones
heuristicas enumeradas més arriba. Asi, para g = 1, el proceso elimina todas las es-
trategias mixtas que no pueden ser racionalizadas como la mejor respuesta a alguna
percepcién de primer orden (de ¢) sobre la estrategia adoptada por j # i. Parag = 2, el
proceso descarta aquellas estrategias mixtas que no pueden ser racionalizadas como
mejor respuesta a algunas percepciones de i de segundo orden —o, de forma mas
precisa, como mejor respuesta a alguna percepcion de i sobre la estrategia de j que sea
inducida por (i) alguna percepcién de 7 de segundo orden sobre cuél es la percepcién
de primer orden de su oponente y (ii) el supuesto de que éste reacciona 6ptimamente
a tales percepciones. Procediendo de forma inductiva, la exigencia de que el compor-
tamiento de un jugador i satisfaga la cadena indefinida de consideraciones descrita es
equivalente al requisito de que su estrategia pertenezca a cada uno de los conjuntos
SZ para todo ¢ = 0,1,2, ...; esto es, que pertenezca a la intersection de todos estos
conjuntos.

Consideramos primero la cuestion de existencia.

Teorema 2.5 (Bernheim, 1984; Pearce, 1984) El conjunto R = R; X Ry X ... X R, # 0.

Demostracién. Probamos primero, por induccién, que la sucesiéon {2;’};’20 es una
sucesién decreciente de conjuntos compactos y no vacios. Por consiguiente, su inter-
seccién es no vacia en virtud de un clésico resultado del analisis matematico (véase,
por ejemplo, Rudin (1976)).

Consideremos cualquier g y su asociado $* = 1%, 33). Supongamos £ # 0 y
cerrado. Claramente, gt C 327 También es no vacio, ya que resulta de una coleccién
de procesos de maximizacién en un conjunto compacto. Para ver que $7 es cerrado,
témese cualquier i dado y considérese una sucesion convergente {o7 } C $7, con
o; — o;. Para cada r, tenemos:

Jo”; € f)q_i Ne el = (a{,ar ) > (5i,U:i) .

2 —1
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dado que £2?; es un conjunto compacto, {0} tiene una subsucesién convergente.
Sead_; € fﬁi el limite de esa subsucesion. Este limite ha de satisfacer que:

. 5 A - ~q
U (afa—iv) Z s (Ui,a—iv)vvo'i = Ei/

lo cual confirma que o} € f]f”. Ello completa la confirmacién del proceso inductivo
y la prueba. m

A pesar de que la definicion de estrategia racionalizable incorpora un nimero
potencialmente infinito de iteraciones, se comprueba inmediatamente que el proceso
puede completarse en un niimero finito de ellas, ya que el juego subyacente G se
supone finito. Este es el contenido de la siguiente proposicién.

Proposicién 2.1 Existe un g tal que¥q > q,¥i=1,2,...,n, &1 = ZAI?“‘
Demostracion. Ejercicio 2.17. m

Es fécil confirmar que las estrategias que componen cualquier equilibrio de Nash
son racionalizables (ejercicio 2.18). Racionalizabilidad, por tanto, es una generali-
zacién del concepto de equilibrio de Nash. En ocasiones, puede suponer tamafa
generalizacién que pierda por completo cualquier poder predictivo. Por ejemplo, en
la batalla de los sexos (seccién 1.1), el conjunto de estrategias racionalizables coincide
con el conjunto completo de estrategias mixtas. En otras palabras, si no permitimos al
chico y a la chica de este ejemplo ninguna posibilidad de coordinacién, cualquier perfil
estratégico es consistente con un andlisis de la situacién que respete el conocimiento
comun de racionalidad.

El proceso iterativo que conforma la definicién de una estrategia racionalizable
recuerda mucho el proceso contemplado al comienzo de esta leccién en torno a las
estrategias no dominadas. ;Hay alguna relacion entre ambos? Claramente, el pro-
ceso de eliminacién basado en la “dominancia” no es mds fuerte que el basado en
la “no mejor respuesta”. (Tal como fue explicado, si una estrategia es estrictamente
dominada por otra, aquélla nunca puede ser mejor respuesta ante ningtin perfil es-
tratégico de los demds jugadores.) ;Puede ser mas débil (estrictamente)? Para el
caso bilateral, el resultado siguiente establece que tampoco; es decir, cualquier es-
trategia mixta racionalizable sélo otorga peso positivo a aquellas estrategias puras
que sobreviven el proceso iterativo de eliminacién de estrategias dominadas.

Teorema 2.6 (Pearce, 1984) Sea N = {1,2}. Para cada i = 1,2, el conjunto de estrate-
gias (mixtas) racionalizables R; coincide con el conjunto de aquéllas cuyo soporte es S3°, el
conjunto de estrategias (puras) iterativamente no dominadas.

Demostracién. Denotemos por ©7 y £ los conjuntos de estrategias mixtas del jugador
i = 1,2, que superan la iteracién ¢ en los procesos que subyacen a los conceptos de
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no dominancia iterativa y racionalizabilidad respectivamente. El segundo se define
mds arriba (véase [2.6]). El primero es el conjunto de estrategias mixtas que otorgan
el peso positivo al siguiente conjunto de estrategias puras (recuérdese la seccién 2.1):

q
Si —7

= {si € 5'371 o (301- S Eg-] Vs_; € ST n(oi,5.4) > W(si,s_i)> }

Procedemos inductivamente. Por construccion, QS = X!, Supongamos ahora que
$¢ = 2 para algtin ¢. Probaremos que ello implica que S = 571,

Paracadagq=1,2,...,i=1,2,0; € i?, considérese el conjunto de vectores del
tipo:

@) = (ms (0205)),

de dimensién igual al cardinal de Sg, que denotaremos por v; . Claramente el conjunto
Cg = {p(oi) 103 € ig}

es convexo. Elifjase cualquier estrategia s; € S’f’”. Por construccion, esta estrategia ha
de ser un punto frontera de C}. Por tanto, el Teorema del Hiperplano Separador nos
permite garantizar la existencia de un vector v;-’-dimensional, p, tal que V5; € 87,

p-pls) > p-p(3y).
que puede reescribirse como:

Z My T (Siasjr) s Z M T (&iasjr)-

5;r€S] sjr€8]

Eligiendo

M

& (sjr) = T o
,,.I

llegamos a la conclusién de que s; es efectivamente una mejor respuesta a (€ 3 =

A qg+1 1 2, g+l s s 2
%J). Por tanto, s; € ], con lo que se prueba que £ C £ Ya que la inclusién
reciproca es inmediata, se sigue la identidad entre ambos conjuntos. m

Para tres o mds jugadores, se pueden encontrar ejemplos que demuestran que,
en general, no toda estrategia que sobrevive al proceso iterativo de eliminacién de
estrategias dominadas es racionalizable (véase el ejercicio 2.20). La clave de esta
conclusién es la siguiente: cuando un cierto jugador 7 se enfrenta a varios oponentes
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(mas de dos), cada uno de éstos aleatoriza seglin su estrategia mixta de forma in-
dependiente. Desde la perspectiva del jugador i, esta independencia implica que, a
diferencia del caso bilateral, el espacio factible de vectores de probabilidad sobre el
conjunto S_; no es convexo, lo que viola un punto crucial del argumento que prueba
el teorema 2.7.

Ejercicios

Ejercicio 2.1

(a) Demuéstrese que el proceso iterativo de eliminacién de estrategias dominadas
definido en la seccién 2.1 se puede completar en un niimero finito de etapas.

(b) Reconsidérese ahora el proceso iterativo de eliminacién de estrategias domi-
nadas, de forma que en cada iteracién se elimine una, y sélo una, estrategia de
uno, y sélo uno, de los jugadores. Demuéstrese que:

(i) El proceso resultante es independiente del orden en que la eliminacién se
lleva a cabo en el caso de que, en un momento dado del proceso, haya mas
de una estrategia dominada

(ii) El conjunto limite coincide con el resultante del proceso originalmente des-
crito en la seccién 2.1.

Ejercicio 2.2 Adaptando de forma obvia la definicién 2.1, podemos extender a es-
trategias mixtas el concepto de “estar dominada”. Muéstrese mediante un ejemplo
que es falso que, en general, cuando una estrategia mixta del jugador i, o; € %;,
estd dominada, también lo estd alguna de las estrategias puras s; € S; para las que
ag; (S,L) > 0.

Ejercicio 2.3 Considérese el juego representado por:

2
A B

100, 2 —1000, 2

¥ 99, 3 1000, 2

¢Que solucion predeciria? Discuta posibles ambigiiedades.

Ejercicio 2.4 Considérese el siguiente juego:

A B
1,3 4,1

¥ 0,2 3,4
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(i) ¢Que solucién predeciria?

(ii) Supodngase ahora que al jugador 1 se le retiran 2 unidades (ttiles) si adopta la
estrategia X. ;Cambia su prediccién? Disciitase.

(iii) Considérese ahora la siguiente segunda posibilidad. El jugador 1 puede decidir,
en una etapa inicial del juego, si dispone o no de los 2 ttiles mencionados en
el punto (ii). Una vez que 1 ha tomado esta decisién, ambos jugadores juegan
(digamos que tomando acciones simultdneas A o By X oY) al juego resultante.
Represéntese el juego en forma extensiva y estratégica. Una vez encontrados
todos los equilibrios de Nash, predigase un resultado, contrastandolo con (ii).

Ejercicio 2.5 Demuéstrese que si un juego es resoluble por dominancia tiene un
tnico equilibrio de Nash (que es precisamente la solucién por dominancia). Ademas,
pruébese que en ese caso el equilibrio de Nash es también inmune a coaliciones.

Ejercicio 2.6 Considérese el juego bilateral resumido por la siguiente tabla de pagos:

2
A B

5,0 0,4

Y 13 2,0

Calctilense todos sus equilibrios de Nash.

Ejercicio 2.7 Considérese el juego bilateral resumido por la siguiente tabla de pagos:
2
R S T
3,0 2,2 1,1
4,4 0,3 2,2
1,3 1,0 0,2

Q W »

(Qué estrategias del juego sobreviven a la eliminacién iterativa de estrategias
dominadas? Calctilense los equilibrios de Nash, tanto en estrategias puras como
mixtas.

Ejercicio 2.8 Pruébese el teorema 2.3.

Ejercicio 2.9 Demuéstrese que un perfil de estrategias es un equilibrio de Nash para
un juego de suma cero si y sélo si lo es para el juego de suma constante que resulta
de afiadir uniformemente cualquier cantidad fija d a los pagos de ambos jugadores en
el juego original. ;Y si las cantidades fijas, denotadas ahora por d; para cada jugador
1, difieren entre los jugadores?
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Ejercicio 2.10 Calctlese el valor y las estrategias de equilibrio de los juegos de suma
cero cuyas matrices de pagos son como sigue:

2 3 2 3 1
(3 4 (1 0) (1 0 3>
2.3 24310

Ejercicio 2.11 Muéstrese que para el siguiente juego trilateral (en forma estratégica)
de suma cero no se satisfacen las conclusiones del teorema 2.4.

Cuando el jugador 3 elige la estrategia Q, los jugadores 1y 2 se confrontan a la
siguiente tabla de pagos:

2
X ¥y Z
10, 8 4,4 1,0

6,10 14,15 9,20
4,10 8,20 12,25

Q W »

Y si el jugador 3 elige la estrategia R, a la siguiente:

2
R S 7l
10, 8 4,4 5,2

6,10 14,15 9,20
4,10 8,20 12,25

—
Q W »

Ejercicio 2.12 Identifiquense los pasos en la demostracion del teorema 2.4 que no son
vélidos para juegos bilaterales generales (de suma variable).

Ejercicio 2.13 Considérense los siguientes juegos: (i) el ajedrez, (ii) el tute (brisca
o mus, a gusto del lector), (iii) el péquer (las siete y media, Black Jack o Julepe).
Para cualquier especificacién de preferencias VNM que valoren “ganar”, ;cudles son
estrictamente competitivos?, ;jcudles de suma cero?

Ejercicio 2.14 Pruébese que (Y, A, M) es el tinico equilibrio de Nash del juego repre-
sentado en la tabla 2.5.

Ejercicio 2.15 Pruébese la observacion 2.3.

Ejercicio 2.16 “Si un juego bilateral tiene un solo equilibrio de Nash, las estrategias
que lo componen son las tinicas estrategias racionalizables”. Priiebese esta afirmacién
o miuestrese un contraejemplo.

Ejercicio 2.17 Pruébese la proposicion 2.1.
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Ejercicio 2.18 Pruébese que todo perfil estratégico o™ que es equilibrio de Nash
también es racionalizable. ;Implica ello que si o*(s;) > 0, s; € S5°? Discutase.

Ejercicio 2.19

(a) Considérese un proceso iterativo como el descrito enla seccién 2.7 para definir es-
trategias racionalizables pero formulado en estrategias puras. Es decir, de forma
andloga a como se construye el proceso iterativo de eliminacién de estrategias
dominadas en la seccién 2.1, se define, para cada ¢ > 1,

a — ~g—1 2 . ag—1
89 = {Si €8 [ Fo; €8T, imyi(si,09) > m (Giyo_y), V6 € 5 }

8= {ai €9 i sop (o) C S’f’} ; [2.7]

Comparese ﬂ;’il 3! cuando 3} se define como en [2.7] con el caso en que se
define como [2.6].

(b) Considérese ahora un proceso iterativo de eliminacion de estrategias dominadas
como el descrito en la seccién 2.7 pero formulado directamente sobre estrategias
mixtas. Es decir, definimos, para cada ¢ > 1,

0= {ai S Z);-I—l - [302 S Zg_l Vo_; € E(:-l,ﬂ (ag,a_i) > (ai,or,i)] } . [2.8]

Compdrese (.2, &} cuando % se define como en [2.8] con el caso en que se
define como [2.1].

Ejercicio 2.20 Muéstrese mediante el siguiente juego trilateral que la conclusién del
teorema 2.7 es falsa para juegos con mds de dos jugadores (se especifican sélo los
pagos para el jugador 2). Discttase.

2 2
a b & a b c
A 6 10 0 A 6 10 10
1 1
B 6 10 10 B 6 0 10
M N

Sugerencia: Considérese la estrategia a del jugador 2.



3. APLICACIONES I

3.1 Modelo de oligopolio de Cournot

Quizas la primera aplicacién conocida de conceptos y enfoques que hoy son ca-
racteristicos de la teoria de juegos se deba a Cournot (1838), en su andlisis de la
interaccién entre dos empresas en un duopolio (un mercado integrado por sélo dos
empresas). Aqui consideraremos el caso general de un oligopolio con un niimero
arbitrario (finito) de empresas.

Sea un determinado mercado de un cierto producto homogéneo cuyos consu-
midores reaccionan agregadamente de acuerdo con una funcién de demanda

Fo:Ry — R, [3.1]

que especifica, para cada precio p € R,, la correspondiente demanda total del pro-
ducto F(p). Suponemos que la funcion F(-) satisface la llamada ley de la demanda, esto
es, la cantidad demandada es estrictamente decreciente con el precio. Por tanto, la
funcién F'(-) es invertible, y P(-) su correspondiente inversa. (Esto es, P(q) = p &
F(p) =q.)

Suponemos que participan n empresas en el mercado, siendo identificadas con
el subindice : = 1,2, ..., n. Cada empresa i tiene asociada una funcién de coste

Ci: Ry — Ry,

creciente, donde C;(g;) representa el coste para la empresa i de producir una canti-
dad q;-
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En el contexto cournotiano que estamos considerando, la variable de decisién de
las empresas es su cantidad producida ¢;, decidida simultineamente por todas ellas.
Dado un vector de cantidades ¢ = (g1, g, ..., g») y la consiguiente cantidad agregada
definida por Q = ¢; + ¢ + ... + ¢, l0s beneficios obtenidos por la empresa i son:

mi(q) = P(Q)g; — Ci(g;). [3.2]

Todo ello define un juego simultdneo (en forma estratégica) entre las n empresas,
donde cada empresa i tiene un idéntico espacio de estrategias S; = R, (sus decisiones
de produccion ¢;) y las funciones de pagos vienen dadas por [3.2]. Un equilibrio de
(Cournot-)Nash en este juego es un vector ¢* = (g7, 43, .., ¢,) que satisface:

Vi=1,2,...,n, Vg €R,, m(g") > migi,q”;), [3.3]

donde (g;, ¢* ;) indica el vector de cantidades en que la empresa i adopta la cantidad
q; y las otras empresas j # i la cantidad g .

Suponemos quelas funciones P(-)y C;(-),i = 1,2, ..., n, son diferenciables. Siendo
asi, las condiciones de primer orden para que un vector ¢* sea equilibrio de Nash son
las siguientes:

P (Q%)q; + P(Q") — Cl(g})) <0 G =1,2;5n); [3.4]

donde Q* = Z:‘Zl ¢ y la notacién ¢'(-) representa la derivada de la funcién g(-).

Si el equilibrio de Nash es interior (esto es, ¢ > 0 para cada i = 1,2,...,n),
entonces [3.4] se ha de satisfacer con la igualdad. Mds atin, siempre y cuando se
satisfagan las adecuadas condiciones suficientes (véase el ejercicio 3.2), podemos
asegurar que el correspondiente sistema de ecuaciones (una para cada empresa)
caracteriza completamente todos los equilibrios interiores de Nash.

En lo que resta de nuestra discusién, supondremos que tales condiciones sufi-
cientes se cumplen y nos centraremos exclusivamente en equilibrios interiores. En
esas circusntancias, podemos reescribir [3.4] como sigue:

PQ*) — Ci(¢}) = —P'(Q")q} (:=1,2,..,n), [3.5]
lo que nos permite llegar a la siguiente conclusién:

Para cada oligopolista, la desviacion de su coste marginal con respecto
al precio del mercado es proporcional, en equilibrio, a su propia cantidad
producida, y la proporcion, comiin para todas las empresas, es igual a la
pendiente (en valor absoluto) de la funcion de demanda.

Para entender el significado de esta conclusién, es preciso recordar que, en un
contexto de competencia perfecta, la desviacién mencionada es cero, pues, en este con-
texto, las empresas toman el precio p que prevalece en el mercado como independiente
de sus acciones y cada una de ellas maximiza:
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7D, q9) =P q — Ci(g)

con respecto a ¢; € R,. Las empresas no se conciben a si mismas como participantes
significativas de un juego subyacente y, por tanto, las soluciones g;(p) a sus problemas
de maximizacién satisfacen (si son interiores) las condiciones de primer orden:

Cl@Gm=p (=12, ..,n). [3.6]

Naturalmente, el precio p que prevalece ha de ser el que “vacia” el mercado, dadas
las cantidades §(p) = (4:(P), (D), -.., 4. (p)) que resuelven los correspondientes pro-
blemas de maximizacién. Es decir, en el equilibrio perfectamente competitivo se ha

de satisfacer la ecuacion:
n
P (Z @i@) = 5.
i=1

Noétese que el mismo requisito bésico de vaciado de mercado también se con-
templa en el modelo cournotiano, aunque aparece reflejado sélo de forma implicita
en la funcién P(-) incluida en la expresién [3.2]. De hecho, podemos interpretar el
escenario de competencia perfecta como un contexto pseudo-cournotiano en el que
cada empresa percibe una funcién de demanda que es totalmente “elastica”, es de-
cir, una funcién inversa de demanda cuya pendiente es idénticamente cero. En ese
caso, si las empresas perciben P'(-) = 0, [3.6] resulta de [3.5] como caso particular.
Naturalmente, si el ntimero-de empresas es finito, tal percepcion es errénea. Sélo en
el caso en que el nimero de empresas sea suficientemente grande (y, por tanto, el
peso de cada una de ellas relativamente insignificante) serd tal percepcién una buena
aproximacion de la realidad. Soélo entonces sera el paradigma de la competencia
perfecta un modelo. “estratégico” realista del comportamiento de las empresas en el
mercado.

Al hilo de la discusion precedente, parece intuitivo vincular la desviacién de un
mercado cournotiano de uno con competencia perfecta a los dos siguientes factores:

(a) la elasticidad de la funcién de demanda;
(b) el grado de concentraciéon del mercado.

La elasticidad £(Q) de la funcién (inversa) de demanda se define de la forma ha-
bitual: el descenso porcentual experimentado marginalmente por el precio cuando se
produce un cierto cambio porcentual (también de naturaleza marginal) de la cantidad
demandada. Es decir,

Q
P
Por otro lado, una forma tradicional de medir el grado de concentracién del mercado
es a través del llamado indice de Herfindahl. Este indice H(«) esta formulado sobre el

Q) = —-P(Q)
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vector de “cuotas de mercado” a = (a1, o, ..., a,) donde:

o= —

Q

representa la fraccion de la produccion total asociada a cada empresa: = 1,2,...,n

Se define como sigue:
H(a) = Z(ai)z.
i=1

Obsérvese que, manteniendo fijo el niimero de empresas n, la funcién H(-) obtiene
sumaximo cuando «; = 1 para alguna empresa : (esto es, cuando el grado de concen-
tracion es maximo) y alcanza su minimo en el vector (1/n, 1/n, ..., 1/n), que refleja una
configuracion totalmente simétrica entre las empresas (y, por tanto, “minimamente
concentrada”).

Con el objeto de obtener la relacién que hemos avanzado entre concentracién,
elasticidad y desviacion de la competencia perfecta, reescribimos [3.5] de la siguiente
forma:

P@Q") — C;(q;) - _PQY
P@Q) P(Q*)
La parte izquierda de la ecuacion anterior expresa, para cada empresa i = 1,2, ..., n,
la desviacién porcentual de la situacién de competencia perfecta en la que el coste
marginal de cada empresa coincide con el precio de equilibrio. Si ponderamos cada
uno de estos términos por el “peso” de cada empresa (es decir, por su cuota de
mercado «; en equilibrio) obtenemos el llamado indice de Lerner

(i=1,2,..,n). [3.7]

o _ N~ P@) - Cilg))

1=1

que expresala “desviacién media” de competencia perfecta observada en el equilibrio
de Cournot-Nash ¢*. Sumando los términos en [3.7] y manipulando apropiadamente
la expresion resultante obtenemos:

n

P(Q*) — Cl(g})
L") = &) — Cilg,)
@)=Y g

i=1

* qz
- Z P )P(Q*)

* ** (a:)Z
P@Q") 21:

=¢e(Q™) H(a™)
que es la relacién buscada. Refleja de forma nitida (y simétrica) las dos conside-
raciones que arriba apuntamos como relevantes para entender la desviacién con
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respecto a la competencia perfecta: el grado de concentracién en el mercado y la
elasticidad de la funcién de demanda.

Ilustramos ahora los desarrollos anteriores para un caso especialmente sencillo
de duopolio (véase el ejercicio 3.3 para un contexto mds general). Sean dos empresas,
i =1,2, con funciones de coste idénticas y lineales:

Ci(g:) =cq;, ¢>0. [3.8]
Postulamos también una funcion de demanda lineal de la forma
P(Q) = max {]\1 —dQ, 0}, M, d>0. [3.9]

Centrandonos en un equilibrio interior, las condiciones de primer orden [3.5], parti-
cularizadas para este caso, dan lugar al sistema:

e— (M — d(q;} +q;)) = —dgq; (4,§=1,2; i#39), [3.10]
cuya solucién es:
M —
qf = T (i=1,2)

que representa un equilibrio interior siempre y cuando M > c.

El andlisis anterior puede representarse graficamente mediante el ttil concepto
de “funcién de reaccion”. Para cada empresa i = 1,2, su funcién de reaccién 7;(-)
se obtiene de [3.10] y expresa la respuesta 6ptima de esta empresa a cada una de las
posibles decisiones de su competidora. Incluyendo las configuraciones de frontera
(donde una de las empresas no produce), las funciones de reaccioén son de la siguiente

forma:
M —c

i(g) = 0,
n:i(q;) max{ 5

a /2)qj} . [3.11]

Asi, por ejemplo, las cantidades 6ptimas en monopolio se pueden definir a partir de
las funciones de reaccién como sigue:

g = n:0), (i=1,2),

esto es, como la reacciéon ptima de cada empresa ¢ cuando la competidora produce
una cantidad nula.

En un contexto lineal como el considerado, las funciones de reaccién [3.11]
también son lineales (para configuraciones interiores). Su interseccién representa
obviamente un equilibrio de Nash: esto es, un par de producciones tales que, si-
multidneamente, cada una de ellas es la reaccion 6ptima respecto a la otra. Una ilus-
tracion grafica de esta idea se incluye en la figura 3.1. En esta figura, la funcién
de reaccién de cada empresa (1 o 2) se representa como la linea de puntos de tan-
gencia de sus respectivas curvas iso-beneficio al conjunto de rectas (horizontales o
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verticales) asociadas a los distintos niveles de produccién por parte de la competidora
(2o1).

()" (q,)

2

*
S S TN A

m (g, 4,) =T

S

n, @)

- R ——

Figura 3.1. Equilibrio de Cournot.

En el caso de un duopolio con funciones de reaccién decrecientes que solo se inter-
sectan en un punto, el inico equilibrio de Nash resultante tiene una fundamentacién
mucho mds fuerte que la normalmente implicita en este concepto (véase la discusién
de las secciones 2.6 y 2.7), pues, en este caso, es posible extraer una tinica prediccién
delmodelo a través de la eliminacién iterativa de estrategias dominadas. (Recuérdese
la seccién 2.1.) Obviamente, esta tinica prediccién ha de coincidir con el equilibrio
de Nash (ejercicio 2.5).

Verificamos esta afirmacién para el contexto lineal ilustrado en la figura 3.1. La
forma mds inmediata de hacerlo es recurriendo a la identificacién del conjunto de
estrategias racionalizables y el de estrategias iterativamente no dominadas que es-
tablece el teorema 2.7,' pues, una vez hecha esta identificacién, podemos proceder
graficamente sobre las funciones de reaccién de las empresas, que reflejan precisa-
mente las decisiones que pueden racionalizarse como mejor respuesta frente a dis-
tintas estrategias de la competidora.

! Este teorema fue formulado y probado para espacios finitos de estrategias puras. Sin embargo, es
totalmente trasladable a contextos como el presente donde el espacio de estrategias puras es infinito.
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Asi, primero podemos descartar, para cada empresa i = 1, 2, las cantidades que
exceden sus niveles de monopolio. Esto es, aquellas cantidades ¢; tales que

g > q;" = n;(0).

Estas cantidades nunca pueden ser la respuesta 6ptima a ninguna percepciéon so-
bre la empresa competidora —o, expresado graficamente, tales cantidades no estan
“sobre la funcién de reaccién” de la empresa i para ninguna posible cantidad de su
competidora. Una vez que, por simetria, se han descartado para ambas empresas
las cantidades en los intervalos (¢1", c0) y (¢3"*, 00), podemos hacer lo propio con las
cantidades ¢; que satisfacen:

0 < g < nilg]") = ni(n;(0)), G,j=1,2i#}j),

ya que, una vez que se descarta que la competidora j # ¢ decida producir una
cantidad mayor que la suya de monopolio, cualquier ¢; que verifique la anterior
desigualdad no puede ser respuesta éptima a ninguna percepcién sobre la competi-
dora. Gréaficamente, lo que esto refleja es que, si se descartan las cantidades de la
competidora en el intervalo (g7", 00), no existe ninguna cantidad ¢; € [0,7;(¢]")) que
esté sobre la funcién de reaccién de la empresa i. O, de forma algo mds precisa,

(g =nilay), ¢ > q'] = @ € [mlg]).q"],

paracadas, j = 1,2 (i # j). Prosiguiendo una iteraciéon mas tras eliminar los intervalos
(g;",00) y [0,7:(¢]")), es inmediato comprobar que, por consideraciones andlogas,
podemos entonces descartar las cantidades g; que satisfacen:

@i > (nym)  G,5=1,2 i #j).

Iterando indefinidamente este proceso, es evidente que en el limite s6lo permanecen
(esto es, no se descartan) las cantidades ¢; y ¢; que definen el equilibrio Cournot-
Nash. Ellas son las tinicas que satisfacen, para todo k = 1, 2, ..., las condiciones (véase
la figura 3.2):

ni (0 G- @iO).)) > g5 > ms (i sy O).)) G =1,2 0 j).

3.2 Modelo de oligopolio de Bertrand

Medio siglo después de Cournot, Bertrand (1883) propuso un modelo alternativo
de competencia oligopolista en donde las empresas se centran en el precio (en lu-
gar de la cantidad) como su variable de decisién, que también se supone adoptada
simultdneamente por todas ellas.
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Figura 3.2. Modelo de Cournot —eliminacién iterativa de es-
trategias dominadas. (Los conjuntos descartados en itera-
ciones 1-3 se encierran en correspondientes flechas.)

Consideremos primero el caso en que, tal como se postulé en la seccion 3.1, el
bien producido por todas las empresas es homogéneo. Bajo estas circunstancias, esta
claro que si el mercado es “transparente” para los consumidores, cualquier equi-
librio del juego ha de ser tal que todas las empresas activas fijen un mismo precio,
pues, si cualesquiera dos empresas ofrecieran precios diferentes para el bien ho-
moggéneo, los consumidores s6lo comprarian de aquella que lo ofrezca més barato.
Todo ello da lugar a una competencia especialmente drastica entre las empresas, que,
bajo condiciones bastantes generales, tiende a recortar sustancialmente sus posibi-
lidades de beneficio. De hecho, como veremos a continuacion, existen condiciones
paradigmadticas bajo las cuales las empresas se ven abocadas a beneficios nulos en
equilibrio, independientemente de cual sea su niimero (obviamente, siempre que
sean al menos dos). Por su marcado contraste con la conclusién cournotiana descrita
en la seccién 3.1, este hecho se conoce usualmente como la “paradoja de Bertrand”.

Para ilustrar esta paradoja de la forma mas nitida, considérense n (> 2) empresas
que confrontan una funcién de demanda F(-) del tipo descrito en [3.1] y tienen costes
de produccién lineales e idénticos del tipo reflejado en [3.8]. Suponemos que las em-
presas fijan simultdneamente sus precios, lo que determina el vector p = (p1,p2, .., pn)
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que confrontan los consumidores. Como el bien es homogéneo (y el mercado se con-
cibe transparente), toda la demanda fluye a aquellas empresas que ofrezcan el menor
precio.

Sea 0(p) = min {p,p2, ..., pn } y F(6(p)) la demanda total inducida. Por simplici-
dad, supondremos que esta demanda total se reparte uniformemente entre todas las
empresas que han ofrecido el precio 6(p). Formalmente, ello define un juego en forma
estratégica entre las n empresas donde S; = R, es el espacio de estrategias de cada
empresa i y los pagos asociados a cada vector de estrategias (precios) p se definen
como sigue:

mi(p) =0 sip; > 6(p)
F(6(p)
#{j € N:p; =0(p)}

=(p; — o en otro caso,
donde # {-} representa el cardinal del conjunto en cuestion.

Nuestro objetivo es determinar los equilibrios de (Bertrand-)Nash de este juego.
Primeramente, argumentamos que cualquier vector p* de equilibrio ha de satisfacer
que 0(p*) = c.

Por un lado, esta claro que no podemos tener 6(p*) < ¢, pues, en ese caso,
las empresas que ofrecieran el minimo precio 6(p*) estarian obteniendo beneficios
negativos y mejorarian sus pagos subiendo unilateralmente el precio (por ejemplo,
haciéndolo igual a c).

Por otro lado, tampoco puede ocurrir que 6(p*) > c. Para ver que esta situacion
no puede definir un equilibrio de Nash, considérese cualquiera de las empresas que
no capta todo la demanda F(6(p*)). (Siempre ha de existir al menos una empresa
con estas caracteristicas, bien porque su precio es mayor que 6(p*) —en cuyo caso su
demanda es cero, bien porque comparte esta demanda con alguna otra que también
ofrece 6(p*).) Esa empresa podria aumentar sus beneficios si ofreciera un precio “in-
finitesimalmente menor” que 6(p*) (digamos 6(p*) — ¢, para un e suficientemente
pequeiio) con lo que captaria todo el mercado.

Habiendo descartado que 6(p*) sea mayor o menor que ¢, sélo un perfil p* que
satisfaga la igualdad 6(p*) = ¢ permanece como posible situacién de equilibrio. De
hecho, es facil comprobar que una configuracién p* define un equilibro de Nash del
juego descrito si, y sélo si, satisface la siguiente doble condicion:

0(p*) =c

. [3.12]
#{j € N:p; =00p")} >2.

Por tanto, en equilibrio, todas las empresas (tanto las que tienen una demanda
positiva como las que no) alcanzan beneficios nulos.
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Contrastando este resultado con el analisis llevado a cabo en la secciéon 3.1,
llegamos a la conclusién de que, en general, la competencia en precios (a la Bertrand)
tiende a ser mucho mds drdstica que en cantidades (a la Cournot). De hecho, en
las circunstancias especiales consideradas mas arriba (costes marginales idénticos y
constantes), la primera produce un resultado plenamente competitivo donde el precio
de equilibrio y el coste marginal coinciden.

En otros casos (v.g., cuando los costes marginales son distintos y /o no son cons-
tantes —véanse los ejercicios 3.4 y 3.5) la abrupta discontinuidad sobre la funcién de
pagos inducida por la competencia en precios puede producir situaciones bastantes
mds complejas (en particular, la inexistencia de equilibrio de Nash) si el producto
en cuestion es totalmente homogéneo. Es por lo que la competencia a la Bertrand
se plantea con frecuencia en un contexto donde las empresas producen bienes dife-
renciados y, por tanto, su demanda no varia de forma discontinua con los precios.
(Supdngase, por ejemplo, que las distintas empresas producen varios tipos de coche,
de ordenador o de aceite. Entonces, las empresas producen en cada ejemplo bienes
que cubren las mismas necesidades, aunque de forma sélo parcialmente sustitutiva.)

Como primera ilustracién de un contexto de competencia estratégica con pro-
ductos diferenciados, centrémonos en el caso de un duopolio (dos empresas i = 1,2)
cuyas funciones de coste son como las descritas en [3.8]:

Ci(‘]i) =cq;, és 0.

Las funciones de demanda para cada producto : (el bien producido por la empresa 1)
se suponen dadas por el siguiente simple (y simétrico) sistema de funciones inversas
de demanda: '

Pi(q1,q) =max {0, M — g; —bg;} (,5=1,2, i#j), [3.13]

donde M > 0. Es natural suponer que |b| < 1; es decir, el efecto sobre el precio del
bien i de un aumento en la propia cantidad ¢; es al menos tan importante como el de
la otra cantidad g;.

Dado que, en el presente contexto, suponemos que las variables de decision
de las empresas son los precios, es ttil centrar la andlisis en el sistema de funciones
(directas) de demanda inducido por [3.13], cuyos argumentos son precisamente estas
variables. Se calcula inmediatamente que este sistema tiene la siguiente forma:

M 1 b
= ; Y Gi=12 i#).  [3.14
i IR ti_p B &i=14 470 B

Fi(p1, pp) = max {0,

De la expresién anterior se sigue que, sib > 0, los bienes son parcialmente sustitutos, ya
que el incremento del precio de cualquiera de ellos aumenta la cantidad demandada
del otro.
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En vista de [3.14], las funciones de pagos del juego vienen ahora dadas por:

e M 1 b
i1, p2) = (o — ) max {0, =—— — =P+ T—ppi}  (47=12 i#)).

Las condiciones de primer orden para un equilibrio (Bertrand-)Nash interior dan
lugar al sistema:

Oy R S B o ghten
8y VR T TP T g P

(p; —0)=0

que, explotando la simetria del problema, puede resolverse facilmente?

_M(l—b) c

P =p = b +2—b' [3.15]

El parametro b refleja el grado de sustituibilidad de los dos bienes. Asi, sib = 1, se
sigue de [3.13] que los dos bienes son perfectamente sustitutos (o, equivalentemente,
las dos empresas producen un mismo bien homégeneo). En ese caso, [3.15] da lugar
a [3.12] y los precios de equilibrio coinciden con el coste marginal, tal como fue
explicado mds arriba. En ese caso, por tanto, los beneficios de equilibrio son cero.
En general, es facil probar (véase el ejercicio 3.6) que cuanto mayor es el grado de
heterogeneidad de los bienes (es decir, peor sustitutos son), mayores son los beneficios
de las empresas en equilibrio.

El contexto de competencia estratégica con diferenciacién de productos aqui
considerado presenta una limitacién importante: impone exégenamente sobre las
empresas el grado de diferenciacién de sus bienes. En la seccién 5.3, llevaremos
a cabo un andlisis mas rico del problema en el que el grado de diferenciacién de
los bienes se determina endégenamente dentro de un modelo “dindmico” (esto es,
multietdpico). Ello nos permitird alcanzar una comprensién mucho mejor de este
importante fenémeno econémico.

3.3 Incentivos y eficiencia en la asignacién de bienes ptublicos

Considérese una comunidad de n individuos que desea financiar un cierto bien
publico (digamos, un medio de transporte o un sistema de educacién), cuyo nivel de
dotacién se denota por z. Este bien ptiblico se ha de costear mediante las contribu-
ciones privadas de los individuos de la comunidad (c;)7;, donde ¢; representa la
contribucién del individuo . Supéngase, por simplicidad, que existen rendimientos

2 Nétese que las condiciones de segundo orden del problema de optimizacién de cada empresa se

27
satisfacen ya que %—:21(1)1 ,p2) < O0paracadai=1,2.
T
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constantes en la dotacién del bien ptblico, de forma que un nivel total de contribu-

n

ciones ¢ = ) ¢; permite dotar un nivel z = ¢ de bien publico. (Nétese que, dados
i=1

rendimientos constantes, se puede obtener una tasa de transformacién entre “dinero”

y bien publico igual a la unidad recurriendo simplemente a una apropiada eleccién
de unidades.)

Sea w; > 0 la cantidad de bien privado en manos de cada individuo . Sus
preferencias sobre el bien ptuiblico y sus contribuciones vienen representadas por
funciones de utilidad del tipo:

Ui: Ry x[0,w;] = R

que especifica la utilidad U;(z, ¢;) que reporta a cada individuo 7z = 1,2,...,n un
nivel de bien publico = y una contribucion propia de ¢;. Naturalmente, se supone
que la funcién U;(-) es creciente con respecto al primer argumento y decreciente con
respecto al segundo. Por simplicidad analitica, también se supondré que esta funcién
es estrictamente céncava y diferenciable con respecto a sus dos argumentos.

Como punto de referencia, consideraremos primero cudl es la asignacién que ele-
giria un “planificador benevolente” cuya preferencias pudieran representarse como
una determinada combinacién lineal de los vectores de utilidades obtenida por los
distintos individuos. Denotando por a = (a1, ay, ..., a,) el vector de ponderaciones
(positivas) utilizado por el planificador, su decisién debe ser la solucién del siguiente
problema de optimizacién:

Max Z a; Uiz, ¢;)

i=1

con respecto a (z, (c;)7,) y sujeto a

n
2Ly @ 220, m2e20 (1=12,..,1).

i=1

Es facil de comprobar que cualquier asignacién que resuelva el problema anterior ha
de ser eficiente (es decir, 6ptima en el sentido de Pareto). De hecho, es bien conocido
—véase, por ejemplo, Laffont (1982)— que la concavidad de las funciones U;(-) impli-
ca que cualquier asignacion eficiente ha de ser una solucién del problema anterior
para un vector a de ponderaciones apropiadamente elegido.

Supéngase que cualquier asignacion (z*,(c})?;) que resuelve el problema del
planificador es interior (esto es z* > 0, w; > ¢; > 0,Vi =1,2,...,n —véase el ejercicio
3.8—. Abordando entonces el problema mediante el enfoque lagrangiano habitual,
se han de verificar las siguientes condiciones:
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1
ZaiM—Azo [3.16]
= or
oU;(z*, ;)
o ——+

A=0 (i =152, 557 [3.17]
dc;

z* = Xn:c: [3.18]

1=1

donde A > 0 es el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccién de factibilidad
[3.18]. Utilizando [3.16] y [3.17], obtenemos la condicién:

n oU;(z™,c})

21: —%ﬁ =1 [3.19]
que refleja el hecho de que la suma de relaciones marginales de sustitucién entre
bien ptblico y privado (dinero) para todos los consumidores ha de coincidir con
la relacién marginal de transformacion en la que el primero se puede obtener del
segundo. Esta es laigualdad que en la literatura tradicional se conoce como condicion
de Bowen-Lindahl-Samuelson. Por lo antedicho, caracteriza el conjunto de asignaciones
interiores y eficientes.

Con esta caracterizacion de eficiencia como punto de referencia para el ulterior
andlisis, pasamos a estudiar las propiedades de varios mecanismos alternativos de
asignaciéon. Nos centraremos en dos de ellos. El primero refleja el enfoque quizas
mds natural e intuitivo del problema: simplemente, se pide a los consumidores que
propongan sus contribuciones individuales a la dotacién del bien ptblico. Como
veremos, este procedimiento produce un resultado marcadamente insatisfactorio.
Por ello, estudiaremos a continuacién un mecanismo alternativo que garantiza la
deseada eficiencia, pero en el que los agentes utilizan mensajes abstractos, mucho
menos naturales e intuitivos.

3.3.1 Mecanismo de subscripciéon

Considérese un contexto en el que los individuos, de forma independiente y si-
multinea, proponen unas contribuciones ¢; para la provisién del bien ptiblico. En
funcidn de ellas, se exige de cada individuo ¢ una contribucién c; = ¢; (es decir, igual
a su propuesta) y se dota la cantidad correspondiente de bien publico Y-, ¢;. Ello
reporta una utilidad Ui(Z?ﬂ ¢j,c;) acada individuoi = 1,2, ..., n.

El procedimiento descrito define un juego simultdneo en el que el espacio de
estrategias para cada agente es S; = [0, w;] y las funciones de pagos son de la forma:

71';(5],,671)2 UZ(Z::] §]7£Z) (Z= 1727"'7n)l
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para cada perfil (&, ...,&,) € S. Es inmediato comprobar que las condiciones nece-
sarias y suficientes para que un perfil de estrategias £ = (¢;), sea equilibrio de Nash
son las siguientes:

AU, (x(€), &) " AU (x(8), &)

=0 ) = Ty s 3.20
Oz ac; o g0 13.20]
donde E
@ =) & [3.21]
i=1
Reescribiendo las expresiones en (3.20) de la siguiente forma:
oU:@(®.&:)
——az.—.—=1 (i=1,2,...,n)
U (@(€),€)
6011

y sumdndolas, obtenemos:
n o 9Uix@.6)

o oz =
Z Uil Bedl
=1 Oc;

Comparando [3.22] y [3.19], concluimos que las condiciones de primer orden que car-
acterizan el equilibrio de Nash del mecanismo de subscripcién son incompatibles con
la condicién de Bowen-Lindahl-Samuelson. Por tanto, la asignacién obtenida en equi-
librio mediante este mecanismo es ineficiente. Por ejemplo, se ve inmediatamente
que, a partir de la asignacién (%, (¢;)7", ) inducida por un equilibrio de Nash, siempre
es posible encontrar una asignacion factible (%, (¢;)1";) con > & que domine (en el
sentido de Pareto) el equilibrio de Nash. Asi, considérese una incremento “marginal”
idéntico por parte de cada individuo i sobre su contribucion ¢; en equilibrio. El efecto
de ese incremento conjunto en la utilidad de cada individuo i se puede aproximar por

naU,'(J:.Ei) 4 aU,(.”B&) _ (n . 1)6Ui($,§i)

0.
Jx dc; oz N

La razoén intuitiva para esta conclusion es clara: en un equilibrio de Nash, los indivi-
duos no tienen en cuenta el efecto que sobre la utilidad conjunta tiene su contribuciéon
al bien publico; tratan este bien, a todos los efectos, como un bien privado. Por tanto,
el nivel con el que contribuyen a su dotacion es ineficientemente pequefio.

3.3.2 Disefio e implementacién de mecanismos: una alternativa eficiente*

En vista del resultado insatisfactorio inducido por el mecanismo “natural” de subs-
cripcién, se plantea la pregunta de si existirdn otros mecanismos, quizds mas com-
plejos y/o artificiales, que consigan abordar adecuadamente el problema. Este es la
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clase de pregunta tipicamente suscitada por la llamada literatura de implementacién:
(es posible disefiar mecanismos que consigan reconciliar los incentivos individuales
de los jugadores y alguna medida de deseabilidad social? Centrado en el problema
de asignacion eficiente de bienes ptblicos, el mecanismo abstracto propuesto por
Walker (1981) que ahora pasamos a describir responde a este objetivo.

Cada agente envia un mensaje m; € R de forma simultdanea e independiente. En
funcién del perfil de mensajes enviados m = (mq, my, ..., my,), el mecanismo establece
un nivel de bien publico z calculado de la siguiente forma:

= (m) = max {-Z—-ﬂo} i [3.23]
n

esto es, la media de los mensajes enviados (siempre que sea no negativa). Por otro
lado, la necesaria contribucién de bien privado por parte de cada individuo i, ¢;, se
determina como sigue:

C; = <l + My — mi+2) 'lﬂ(m) (Z = 1,27 oy Tl), [324]
n

y se interceptan los indices en esta expresiéon como normalizados en “médulo n” (es
decir, como el resto resultante cuando se dividen por n).

A modo de ilustracién, podemos suponer que los individuos estdn dispuestos
correlativamente en un circulo, con el individuo de indice 1 precedido por el que
tiene el indice n (véase la figura 3.3). Con esa interpretacion, los agentes i + 1y i + 2
son simplemente los dos individuos que se encuentran mds préximos al agente ¢
conforme se avanza a lo largo del circulo indicado en el sentido de las agujas del
reloj.

Para que [3.23] y [3.24] puedan servir de base apropiada para definir los pagos
de un juego, ha de cumplirse que el resultado asociado a cualquier posible perfil
de mensajes m = (mj,my, ..., my) esté bien definido. En particular, es necesario
que la asignacién resultante sea factible, tanto a nivel individual como agregado.
Para obviar dificiles problemas relacionados con la factibilidad individual, haremos
un supuesto extremo pero sustancialmente simplificador, que esencialmente ignora
dicha factibilidad:

w5 = 00 E=1,2,...,n);
es decir, la disponibilidad de recursos individuales para hacer frente a posibles con-
tribuciones es ilimitada. Por otro lado, la factibilidad agregada de la asignacién aso-
ciada a cualquier perfil m se comprueba facilmente sumando las expresiones en [3.24]
para todo i = 1,2, ..., n. Haciéndolo, se obtiene:

n n 1
Z ci = Z(; +mia — mis2) Ym) = P(m) = z, [3.25]

2=1 2=1
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Figura 3.3

lo que implica que, para cualquier perfil de mensajes m, la suma de las contribuciones
individuales (¢;);%; exigidas por el mecanismo permite producir la cantidad de bien
publico asociada .

Las expresiones [3.23] y [3.24] definen un juego con espacios de estrategias S; = R
y funciones de pagos

mi(ma,...,mn) = U; (w(m), (% + Mis1 — Mis2) 'd)(m)) @=1,2,..,n).

Sea m* = (mf,m3,...,m}) un equilibrio de Nash de este juego.’ Se comprueba a
continuacién que si especificamos:

1
P = —+mi,, —mli, G=1,2,..,7) [3.26]
n
z* = yp(m*) [3.27]
¢ =p;z’, [3.28]

la coleccién [(p)1,, (¢, z*] define un equilibrio de Lindahl de la economia en

cuestion. (Véase de nuevo Laffont (1982) para una descripcién y discusion de este

3 Tal como se explica mas adelante, la existencia de un equilibrio de Nash est garantizada siempre
y cuando exista un equilibrio de Lindahl para el contexto econémico subyacente.
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concepto tradicional en economia del bienestar.) Es decir, [3.26] y [3.28] satisfacen:

@ i, pf =1
) oo =a®

(c) Paratodoi=1,2,...,n, (c],z*) es una solucién del problema de maximizacién

max U;(z,¢;) s.a
=i . [3.29]
D; T = C;.

La condicion (a) se satisface por mera construccién, tal como es inmediato veri-
ficar. Por otro lado, la condicién (b) se sigue de la factibilidad agregada de la regla
de asignacién (véase [3.25]), particularizada al perfil de mensajes m*. Finalmente, la
parte (c) resulta de la siguiente argumentacion.

Alser m* un equilibrio de Nash, se sigue que, dadom™ ;, el mensaje m; mandado
porcadaagentei = 1,2, ..., nenequilibrio ha de ser una solucién al siguiente problema
de optimizacién:

1
ma,x Ui (11)("%, mii); (;  d m;;] e m;:,z) w(mi, m*_l)) . [330]
m; €l

Dado que el valor de p; especificado en [3.26] s6lo depende de m* ;, la anterior
expresion se puede reescribir de la forma siguiente:

max U; (¢(mg, m*,), p; ¥(mi, m* )

m; €

que, para establecer un mayor paralelismo con [3.29], es 1til reformular como sigue:

MaXm, ¢;,« Ui(z,c;) s.a
x = ¢(ms,m” ;) [3.31]

i —
D; T = C;.

Supéngase que, en contra de lo afirmado, la coleccion [(p});, (eI, z*]

definida en [3.26]-[3.28] no define un equilibrio de Lindahl. Entonces, para algin
individuo i, existe una cantidad de bien ptblico Z # z* que satisface:

Ui(z,p; 1) > Ui(z™, p;z*).

Mas, en ese caso, eligiendo

T"T'Li=ni~ E m;
J#

- k=
Ci=p;T
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se concluye que la terna (1, ¢;, Z) es una alternativa factible para el problema [3.31].
Ello refuta la supuesta optimalidad de (m], ¢, z*) o, equivalentemente, que m; sea
una solucién de [3.30]. Por tanto, m* no puede ser un equilibrio de Nash, en contra
de lo inicialmente supuesto.

Una vez demostrado que la asignacién inducida por un equilibrio de Nash m*
es una asignacion de Lindahl para los precios personalizados p; dados por [3.26],
su optimalidad se sigue facilmente. Pues, al ser cada (¢}, z*) una solucién de [3.29]
para todo ¢ = 1,2,...,n, las siguientes condiciones necesarias y suficientes que la

caracterizan han de satisfacerse:

aU;(z*,c})
0. =
ey —P (=12..n),
861'

y, por tanto, en virtud de [3.26],

n oU; (z oUi(z™,c7) ) n
2wt = =1
2=1 ac

por lo que la condicién de Bowen-Lindahl-Samuelson se satisface. Ello indica que el
mecanismo propuesto es capaz de abordar adecuadamente los problemas de incen-
tivos, garantizando la eficiencia de cualquiera de sus equilibrios de Nash. A pesar
de su naturaleza abstracta (o precisamente por ello), es capaz de abordar con éxito
los graves problemas de manipulacién e ineficiencia que afectan a otros mecanismos
mds directos e intuitivos (recuérdese la subseccién 3.3.1).

3.4 Fallos de coordinacién en contextos macroeconémicos*

La utilizacién de la Teoria de Juegos en economia no se ha circunscrito a problemas
de naturaleza microeconémica. Asi, recientemente, ha sido aplicada al estudio de
una amplia variedad de fenémenos macroeconémicos modelados desde una perspec-
tiva estratégica. Aqui nos centraremos en un sencillo modelo inspirado por Bryant
(1983), cuyo objetivo es ilustrar de forma estilizada la consistencia entre la teoria
macroeconémica keynesiana y la hipétesis de comportamiento racional.

Considérese el siguiente contexto “macroeconémico”. La economia esta frag-
mentada en K sectores (K > 1), en cada uno de los cuales trabajan I individuos
(I > 1). Todos los n (= K x I) individuos de la economia tienen una idéntica funcion
de utilidad

U:R2 SR, U, ),

donde cl, y ¢, son las cantidades consumidas de dos bienes, 1y 2, por el individuo
i=1,2,...I del sector k = 1,2, ..., K. Supondremos que U(-) es diferenciable, cuasi-
céncava, y estrictamente creciente en sus dos argumentos. EI bien 1 se interpreta
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como ocio y el 2 como un bien de consumo producido a partir de una coleccién de
productos intermedios, tal como se describe a continuacién.

Cada individuo estd dotado de una unidad de tiempo, que dedica a dos usos
alternativos. Por un lado, consume ocio, que es una de las variables de su funcién
de utilidad. Por otro lado, aquella parte de su tiempo que dedica a “trabajar” la
emplea en obtener una cierta cantidad de bien intermedio z;x, que él mismo produce
(digamos, como “trabajador auténomo”) con rendimientos constantes. En ese caso,
podemos suponer (sin pérdida de generalidad) que z;; unidades de trabajo producen
una cantidad idéntica de producto intermedio z;; esto es, z;x = ;.

Los productos intermedios obtenidos en cada sector son productos heterogéneos.
El bien de consumo (bien 2) se produce a partir de todos ellos en proporciones fijas
(es decir, mediante tecnologias con rendimientos constantes del llamado “tipo Leon-
tieff”). Concretamente, si se utilizan cantidades (2*)X | de bienes intermedios en cada
uno de los K sectores (donde z¥ = Zfﬂ zik), la cantidad total producida del bien 2
es:

y2 = min {zl, & zK}.

En este contexto, el mecanismo de asignacién que se postula es de la siguiente
forma. Todos los individuos ik (: = 1,2,...,1, k = 1,2,..., K) han de decidir si-
multdneamente cudnto trabajo dedican a la produccion del bien intermedio. Una vez
estas decisiones z;; han sido tomadas por todos ellos, las producciones correspon-
dientes z;; = z;; se envian a un “mercado central”, donde las empresas produc-
toras del bien 2 compran los diferentes bienes intermedios en un marco totalmente
competitivo.* Por la Ley de Walras (véase por ejemplo, Mas-Colell, Whinston y Green
(1995), capitulo 17) los ingresos asi obtenidos por cada individuo inducen una de-
manda agregada de bien 2 que vacia también este mercado.

El mecanismo descrito se puede formular como un juego simultdneo entre los
n individuos, donde los pagos asociados a cada perfil de estrategias = = ((z;x)) K,
€ R" se computan anticipando el resultado competitivo que se produce en el mer-
cado de bienes intermedios. Sea p(z) = (px(z))X, el vector de precios de equilibrio
determinado en este mercado para cada posible vector z, donde los precios se expre-
san en términos del bien 2, que se toma como numerario. Denétese z = ZL] Tif-
Por argumentos bien conocidos en la Teoria del Equilibrio General (véase de nuevo
Mas-Colell, Whinston y Green (1995)), sabemos que:

Tt > k:Iln,.l.l.F}K {J:k,} = pkl(l') =10, [332]

4 Nétese que el ntimero de empresas productoras del bien 2 es irrelevante, ya que su tecnologia de
produccién presenta rendimientos constantes. Por tanto, si éstas se comportan competitivamente, el
equilibrio deja indeterminado cémo la produccién se distribuye entre todas ellas.
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Esto es, cualquier bien para el que se produce un exceso de oferta en equilibrio ha
de tener un precio nulo asociado. Por otro lado, en aquellas situaciones en las que
hay mds de un bien intermedio para el que la demanda iguala la oferta en equi-
librio, el contexto descrito induce una amplia multiplicidad de posibles precios de
equilibrio. En concreto, tenemos que, ademas de [3.32], la tinica condicién adicional
que caracteriza completamente el conjunto de precios de equilibrio es la siguiente:

K
Y @=L p@>0 (k=1,..,K). [3.33]
k=1

Es decir, cualquier regla de formacién de precios [pk(-)]kKﬂque especifique:

(a) un precio nulo para bienes, intermedios en exceso de oferta, y

(b) cualquier precio no negativo para los demds bienes de forma que el coste de
producir cada unidad de bien final (es decir, Zszl pk(+)) sea igual a la unidad (el
precio del bien producido, que es el numerario)

da lugar a un sistema de precios de equilibrio asociado a cada posible perfil de
estrategias z.

Dada la indeterminacién contenida en (b), es necesaria una regla de seleccién de
precios de equilibrio para poder cerrar apropiadamente el modelo. Ya que cualquier
eleccién en este sentido es irrelevante para la naturaleza de nuestras conclusiones,
supondremos, por concrecién, la siguiente formulacién simétrica:

Tt = T = k=r1ninK {J:k}:l = pp(x) = pku(x). [3.34]

gt

El marco teérico descrito pretende formalizar de manera muy estilizada las fric-
ciones y complementariedades inherentes a una economia moderna. Desde esta
perspectiva, el objetivo del modelo es ilustrar que, tal como postula la teoria key-
nesiana tradicional, es posible la materializacién de situaciones macroeconémicas
persistentes a niveles muy distintos de los de plena capacidad. De forma extrema,
esta conclusion aparece reflejada en el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.1 EI vector z° = (0,0, ...,0) define el vinico equilibrio de Nash del juego
descrito.

Demostracion. Sea x cualquier equilibrio de Nash. Observamos primero que, en ese
caso, ha de satisfacerse que:

Ve, k' =1,2,.. K, zr =z, [3.35]
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puessupdngaselo contrario. En ese caso, hay un sector k tal que z; > ming-q. . g {zx}.
Por tanto, pj(z) = 0y, para todo individuo ik (i = 1,2, ..., I), tenemos que

(cék,cgk) = (1 — a:i,-g,()) )

Dado que z;; > 0 para algin 3, se sigue que, para el correspondiente individuo ik, la
estrategia z,;, = 0 le reporta una utilidad U(1, 0), que es mayor que U(1 — z;;,0). Ello
contradice que el perfil z pueda ser un equilibrio de Nash.

Supéngase ahora que z satisface [3.35], esto es, cumple que z; = 6 para algtn
6 > 0ytodok =1,2,..., K. Argumentamos que 6 no puede ser estrictamente positivo.
Pues, si fuera asi, sea ik’ un individuo cualquiera del sector k&’ con z;» > 0. Por [3.34],
su pago es:

1
Ulcjps, o) = U — ziper, }Iik’)- [3.36]

Considérese una desviacion unilateral de este individuo hacia Z;xr = zix — ¢, para
un ¢ > 0 arbitrariamente pequefio. Para esta estrategia alternativa, su pago seria
U(l — z;; + €, T3 — €), ya que, en ese caso, si (ik)i{: , denota la configuracién sectorial
resultante tras la desviacion, tenemos
Tk < min Ty
k#k!
y, por tanto,
p@) =1, pr@ =0 Vk#k

Claramente, si ¢ se elige suficientemente pequefio, se sigue (por la continuidad de
U() que

1
Ul — Zigr, Zikr) = Ul — zipr + &, 2400 — €) > U1 — zyper, Emik/).
lo que completa la demostracién. m

La proposicién 3.1 refleja una situacién en la que un sistema de mercado (con
precios flexibles) se colapsa totalmente y es incapaz de sostener un nivel positivo
de produccién. Una conclusion tan extrema es consecuencia directa de la naturaleza
(también extrema) de las complementariedades y la estructura temporal postuladas
para el proceso de produccién del bien 2.° Se obtienen también resultados similares,
aunque no tan drdsticos, en modelos menos estilizados como los de Heller (1986) o
Cooper y John (1988).

® Las consideraciones subyacentes son similares a las que aparecen en el Dilema del Prisionero
(véase la seccién 1.1) o en la competencia a la Bertrand entre oligopolistas (véase la seccién 3.2).
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Manteniéndonos dentro del presente contexto, una variacion sencilla del marco
tedrico que permite matizar sustancialmente las extremas conclusiones anteriores
consiste en admitir unas mayores posibilidades de coordinacion y colusién por parte
de los individuos de los diferentes sectores. Asi, supéngase por ejemplo que, tras
las decisiones de produccion llevadas a cabo independientemente por los individuos
de cada sector, éstos pueden destruir o retirar parte del stock producido (nunca
incrementarlo). Ello sigue permitiendo a los individuos manipular los precios de
equilibrio en su provecho, por lo que, si no existieran trabas institucionales que
lo impidan, la economia se veria abocada a una situacién de colapso del mercado
similar a la reflejada por la proposicion 3.1. Ante esta amenaza, supongamos que
los individuos (de todos los sectores en conjunto) intentan y consiguen coludirse
globalmente, cuando ya estdn en en el mercado con su produccidn irreversiblemente
fijada. En particular, asumamos que les es viable comprometerse a que en aquellos
sectores k = 1,2, ..., K tales que

i = 37
ok > min {ze} =p, [3.37]

y solo en ellos, sus trabajadores respectivos puedan retirar el excedente z;, — p del
mercado antes de que se fijen los precios de equilibrio. Con ello, estos trabajadores
evitan que los precios de los bienes intermedios que producen se desplomen en equi-
librio y, subsiguientemente, pueda desencadenarse un proceso “auto-destructivo” de
manipulacién de las condiciones de mercado, tal como el discutido con anterioridad.

En tales circunstancias, estd claro que todos los sectores aportardn la misma
cantidad de bienes intermedios al mercado y, por consiguiente, todos ellos recibirdn
el mismo precio 1/K por ella (recuérdese [3.34]). Pero, a diferencia del contexto
anterior, las posibles configuraciones de equilibrio son mucho mas ricas, tal como
aparece expresado en el siguiente resultado.

Proposicion 3.2 Considérese un mecanismo colusivo como el descrito, aplicado cuando
los trabajadores de los diferentes sectores se encuentran en el mercado con sus procesos de
produccion de bienes intermedios ya completados. Sea 0* el nivel de trabajo que satisface:

au * 1 p*
3—61(1—9,?0) 1

GO P e, [3.38]
ou * *
51— 50" K
Dado cualquier § € [0, 0*], todo perfil estratégico z tal que:
zik =0, Vi=1;2, 550 VE=1,2; K, [3.39]

es un equilibrio de Nash del juego inducido.
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Demostracion. Sea x un perfil estratégico que satisface [3.39]. En él, cada agente ik
obtiene una asignacién

1
(cips i) = (1 — 6, =0 =12, Lk=12.K)
con pagos respectivos U(1 — 6, +6). Si algtin individuo ik eligiera un #;; > 6, este
individuo obtendria una asignacién

1
) &
i1y Cir) = 1-— iks —0
(C’Lk C‘Lk) ( Tk K )

con un pago asociado obviamente menor que (c};, ¢2,), por la estricta monotonia de
la funcién U(-).

Por otro lado, si eligiera Z;; < 6, su asignacion seria (1 — Z;, %iik). Ya que
6 < 6" (donde 6* se define en (3.38)), se sigue que

. 1, 1
Ul — Zy, Emik) <U@1 -9, EQ)I

lo que completa el argumento. ®

La proposicién 3.2 ilustra que, en una economia sujeta a fricciones y comple-
mentariedades, es posible hacer compatible un amplio rango de diferentes niveles
de actividad con los siguientes supuestos tradicionales:

(a) agentes racionales (es decir, agentes que maximizan sus pagos en funciéon de
expectativas bien definidas sobre todo aquello que no esta bajo su control);

(b) expectativas racionales (es decir, reglas de formacién de expectativas que se
autoverifican en equilibrio);

(c) flexibilidad de precios (es decir, ajuste endégeno de precios que vacia los mer-
cados).

En la literatura macroeconémica moderna, esta compatibilidad ha sido defen-
dida por algunos autores como una posible “micro-fundamentacién” del tradicional
andlisis keynesiano.

Ejercicios
Ejercicio 3.1 Considérese un modelo general de oligopolio con » empresas idénticas

y funcién de demanda F(-) que satisface la ley de la demanda. Pruébese que si las
funciones de coste de las empresas son estrictamente convexas, la cantidad producida
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(o el precio) de un mercado oligopolistico es siempre menor (respectivamente, mayor)
que los correspondientes a un contexto competitivo.

Ejercicio 3.2 Considérese un modelo general de oligopolio con n empresas y funcién
de demanda F(-) que satisface la ley de la demanda. Posttilense condiciones adi-
cionales sobre la funciéon de demanda, asi como sobre las funciones de coste de las
empresas, que garanticen que las condiciones de primer orden para un equilibrio de
Nash también sean suficientes.

Ejercicio 3.3 En un contexto con costes y funcién de demanda lineales tal como se
describe en [3.8] y [3.9], considérese un modelo de competencia oligopolistica de
Cournot con n > 3 empresas. Calctilese el equilibrio. ;Qué ocurre cuando n — 00?

Ejercicio 3.4 Considérese un contexto de competencia duopolistica a la Bertrand con
producto homogeéneo. Se supone que las dos empresas tienen costes fijos nulos y
marginales constantes, pero el coste marginal de la empresa 1 es menor que el de la
2. Calctlense los equilibrios de Nash del juego correspondiente, bajo las siguientes
especificaciones alternativas sobre cémo se reparte el mercado entre ambas en caso
de igualdad de precios:

(i) laempresa 1 capta todo el mercado;

(ii) la empresa 2 capta todo el mercado;

(iii) las dos empresas se reparten por igual la demanda inducida.

Ejercicio 3.5 Considérese de nuevo un contexto de competencia duopolistica a la
Bertrand con producto homogéneo y funcién de demanda F(-) en el que, en caso de
igualdad de precios, las empresas se reparten la demanda inducida por igual. Ambas
empresas tienen costes idénticos C(-) que satisfacen C(0) = 0, C'(-) > 0, C"(-) > 0.
Sea p™ el precio competitivo que satisface:

N,
P _C(ZF(p))'

Pruébese que el par (p*, p*) define un equilibrio de Nash del juego correspondiente.

Sugerencia: Siguiendo a Dastidar (1997), definase g;(p) como la cantidad que
maximiza los beneficios de la empresa i, tomando el precio p como dado. Verifiquese
entonces (y utilicese) que pg;(p) — Ci(g;(p)) es creciente en p.

Ejercicio 3.6 Considérese un contexto de competencia duopolistica a la Bertrand con
funciones de demanda dadas por [3.13] donde los bienes son parcialmente sustitutos
—es decir, tenemos 0 < b < 1. Pruébese que cuanto mayor es el grado de sustituibi-
lidad de los bienes, menores son los beneficios de equilibrio de las empresas.

Ejercicio 3.7 Dos individuos negocian sobre la reparticién de un “pastel” de tamano
unidad. Cada individuo i € {1,2} introduce en un sobre cerrado una demanda ~;
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especificando cudnto desea conseguir. Un interventor externo abre los sobres con
posterioridad y ejecuta la siguiente reparticion:
e Siy +7, <1,daacadaindividuo i = 1,2 la parte del pastel ; + 1—_%_—72
® Sivy; +7, > 1, ningtn individuo recibe nada del pastel.
Caractericense los equilibrios de Nash del juego en estrategias puras. ;Hay
también algtin equilibrio en estrategias mixtas? En caso afirmativo, especifiquese
alguno.

Ejercicio 3.8 Propéngase condiciones sobre los datos del problema de la seccién 3.3
que garanticen que las soluciones de los problemas de decisién del planificador y los
individuos son interiores.

Ejercicio 3.9 Considérese la siguiente variacién del problema descrito en la sec-
cién 3.3. Una comunidad confronta la decisiéon de financiar la dotacién de un bien
publico indivisible con un coste fijo K. Los individuos proponen simultineamente
sus contribuciones v; (: = 1,2,...,n). Si el nivel de contribucién agregada propuesta,
>, 7, llega a cubrir el coste, el bien publico se dota (repartiendo de forma uniforme
cualquier exceso de fondos privados que se pudiera producir). En caso contrario, el
bien no se dota y nadie materializa la contribucién propuesta (esto es, la contribucién
efectiva de cada individuo es nula).

Supdngase, por simplicidad, que las preferencias de cada individuoi = 1,2,...,n
admiten la representaciéon

Ui(z, ;) = Vi(x) — ¢;

donde ¢; representa la contribucién del individuo y z indica si el bien ptblico se dota

(z = 1) o no (z = 0). Suponemos ademds que » _ (V;(1) — V;(0)) — K > 0.
i=1
Considérese un planificador con vector (arbitrario) de ponderaciones a = (a4,

ay, ..., o) para las utilidades de los individuos y que respeta la restriccion de “racio-
nalidad individual”
Ui(a:, Ci) > Ui(O, 0)

Verifiquense las dos siguientes afirmaciones:

(a) Existen equilibrios de Nash cuya asignacion no coincide con la prescripcion del
planificador.

(b) Existe algiin equilibrio de Nash que si coincide con la prescripcioén del planifi-
cador. Contrastese este hecho con la conclusién explicada en la seccién 3.3.

Ejercicio 3.10 Considérese una comunidad de pescadores cuya actividad se concentra
en una cierta zona, sobre la que opera de forma exclusiva. Los rendimientos en esa
zona dependen del total de horas faenadas por todo el grupo. Asi, si h; denota el

n
ntimero de horas trabajadas por cada pescador i = 1,2,...,n, y H = )_ h; refleja
i=1
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el total de horas trabajadas, se postula que los rendimientos de cada pescador por
hora trabajada vienen dados por una funcién céncava de H, p : R, — R, con
lim p'(H)=0.

H—o0

Por otro lado, cada trabajador i experimenta un coste individual por hora traba-
jada que viene especificado por una cierta funcién de h;, ¢ : Ry — R,. Por simplici-
dad, se supone que esta funcién es idéntica para cada individuo, convexa, creciente
y satisface hlimlc ¢’(h;) = oo para algtn T dado, T < 24. Combinando lo antedicho,

los pagos de cada pescador ¢ se identifican con la funcién U;(-) definida de la forma
siguiente:
Uz(hl,,hn) =p(H) hi —Ci(hi) (’i= 1,2,...,71).

(i) Plantéese el problema de decisién de un planificador cuyo objetivo es maximizar
la suma total de utilidades individuales y caractericese su solucién.

(ii) Formtlese el juego en que todos los pescadores deciden simultaneamente sus
horas de trabajo. Caractericense sus equilibrios de Nash y comparense con la
solucién del problema del planificador, discutiendo las diferencias.

Ejercicio 3.11 Considérese la siguiente variacién del mecanismo propuesto por
Walker (1981) y discutido en la seccién 3.3.2: se insiste en que los mensajes m; envia-
dos por los agentes admitan la interpretacién de “cantidad de bien priblico deseada”
por el agente respectivo y, por consiguiente, se requiere que sean no negativos; es de-
cir, se exige que m; € R, paracadai =1,2,...,n. Contéstense las siguientes preguntas
en relacién con el mecanismo asi modificado.

(i) ¢Son todos los equilibrios de Nash del juego inducido eficientes?

(ii) ;Hay algtin equilibrio eficiente?

Ejercicio 3.12 Se prueba en la seccién 3.3.2 que todos los equilibrios de Nash del
mecanismo propuesto por Walker (1981) inducen asignaciones de Lindahl (esto es,
asignaciones correspondientes a algtin equilibrio de Lindahl bajo apropiados precios
personalizados). Pruébese que la afirmacién reciproca es también cierta; esto es, toda
asignacién de Lindahl se puede asociar a algtin equilibrio de Nash del mecanismo
de Walker.

Ejercicio 3.13 Introdiizcase en el contexto considerado por la proposicién 3.2 un
agente adicional: el Gobierno, cuyas preferencias coinciden con la de un planificador
benevolente (véase la seccion 3.3). Supéngase que el gobierno puede intervenir en el
proceso con capacidad fiscal y/o de compromiso para afectar al proceso de asignacién
de recursos. Describanse en detalle al menos dos diferentes posibilidades de accién
por parte del gobierno (que, en este caso, ha de ser considerado un jugador adicional
dentro del proceso) que puedan remediar en un sentido deseado (tanto por él como
por la poblacién) la multiplicidad de equilibrios del juego original.
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Ejercicio 3.14 Considérese un contexto como el descrito en la seccién 3.4, pero con
la siguiente variacién:

6—U(-) =0, [3.40]
601

esto es, el trabajo no es “costoso” para los individuos (o, equivalentemente, el ocio no
es un argumento relevante de su funcién de utilidad). Explérense las implicaciones
que ello tiene para las conclusiones expuestas en las proposiciones 3.1y 3.2.

Ejercicio 3.15 Considérese un contexto como el descrito en la seccién 3.4, con sélo dos

sectores (K = 2) y las posibilidades colutorias en el mercado de bienes intermedios

descritas en su segunda parte. A diferencia de lo alli postulado, supéngase que las

decisiones de produccién tomadas por el sector 2 se llevan a cabo una vez conocidas

las tomadas por el sector 1. Por simplicidad, supéngase también [3.40].

(i) Modélese el contexto como un juego en forma extensiva.

(ii) Especifiquense sus equilibrios de Nash. ;Hay alguno de ellos que parezca mas
razonable? Disctitase y vuélvase sobre este apartado una vez completado el
capitulo 4.



4. REFINAMIENTOS DEL EQUILIBRIO
DE NASH

4.1 Introduccion

El equilibrio de Nash es el concepto central mas frecuentemente utilizado en el analisis
delos juegos no cooperativos. Como ya explicamos en el capitulo 2, se puede concebir
como un requisito minimo (esto es, condicién necesaria) de estabilidad estratégica.
Pues, en cierta medida, es posible argumentar que cualquier prediccién (o acuerdo
mds o menos implicito entre los jugadores) que no sea equilibrio de Nash tendera a
ser refutado por alguno de ellos: aquél para el que existe una desviacién beneficiosa.!

Por otro lado, también se argumenté que hay algunos supuestos implicitos sub-
yacentes en el equilibrio de Nash que, a pesar delo antedicho, pueden llevar a juzgarlo
como un concepto demasiado restrictivo (esto es, como una “condicién necesaria”
demasiado exigente). En particular, lo que tal contraargumento subraya es que el
concepto propuesto por Nash supone implicitamente (al menos, en contextos donde
hay multiplicidad de equilibrios) que los jugadores sean capaces de coordinarse en
uno determinado. Si, por las razones metodoldgicas apuntadas al final de la seccién
2.6, esta posibilidad de coordinacién se rechaza, pasamos a depender del concepto
mas general de estrategia racionalizable, tal como fue presentado en la seccién 2.7.

En cualquier caso, dada la multiplicidad habitual de equilibrios de Nash exis-

! Naturalmente, aqui estamos prescindiendo dela posibilidad de que los jugadores puedan recurrir
a algtin mecanismo complementario de coordinacién, tal como el que subyace, por ejemplo, en el
concepto de equilibrio correlado (recuérdese la seccion 2.6).
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tente en muchos juegos de interés, no es una generalizacion de este concepto lo que
normalmente necesitaremos para hacer nuestros modelos mads fructiferos (esto es,
ajustados en sus percepciones). Mas bien al contrario: lo que necesitamos son cri-
terios adicionales al de Nash que nos permitan discriminar entre distintos equilibrios
de este tipo. Una posibilidad en este sentido ya fue explorada en la leccién anterior:
la exigencia de que la configuracién estratégica sea inmune no sélo a desviaciones
unilaterales sino también a las coalicionales (o multilaterales). Sin embargo, como
ya vimos entonces, ello puede suponer en muchos casos una demanda excesiva; en
muchos contextos, no hay configuraciones que satisfagan este criterio. Por ello, la
Teoria de Juegos ha avanzado en otra linea: la consideracién de criterios de esta-
bilidad unilateral adicionales al especificado por el equilibrio de Nash que permitan
descartar algunos equilibrios de este tipo. Ello ha generado la amplia literatura que
se conoce como la de los refinamientos del equilibrio de Nash.

Nuestra presentacién de esta literatura se dividird en tres grandes partes. Prime-
ramente, en la préxima seccién 4.2 discutiremos los refinamientos aplicables a juegos
en forma extensiva. Subdividimos éstos en dos grandes categorias: por un lado
los refinamientos dirigidos a descartar las llamadas “amenazas increibles” (subsec-
cién 4.2.1); por otro, los centrados en eliminar las “percepciones insostenibles” (sub-
seccién 4.2.2). A continuacién, en la seccién 4.3, presentaremos los refinamientos
que operan sobre la forma estratégica o normal del juego. Acabaremos finalmente
el capitulo en la seccién 4.4 investigando la relacién existente entre ambos tipos de
enfoques: el vinculado con la forma estratégica del juego y el centrado en su forma
extensiva.

4.2 Refinamientos del equilibrio de Nash en forma extensiva: motivacion

4.2.1 “Amenazas increibles”

Un equilibrio de Nash induce una situacién estratégicamente estable debido a los
resultados perjudiciales que los agentes prevén para si tras una desviacién unilate-
ral. Naturalmente, en la evaluacién de tales posibles desviaciones, cada jugador ha
de tener en cuenta las estrategias del resto de los jugadores y, en particular, las ac-
ciones que estas estrategias inducirian en respuesta a cada una de sus propias acciones.
Ha de tener en cuenta, en otras palabras, las “amenazas” incorporadas en las estrate-
gias de sus oponentes para responder 6ptimamente a ellas.

Enjuegos con una estructura auténticamente secuencial, no hay nada que impida
a un jugador cambiar su supuesta estrategia conforme el juego avanza. Si deja de
considerar 6ptima la que tenia como su estrategia, dada la evolucién del juego, es
esperable de su racionalidad que la cambie por otra que silo sea. En ese caso, podemos
decir que su estrategia incluia “amenazas” ficticias; esto es, planes de acciéon que,
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aunque como tales fueran anunciados, no se llevarian a cabo en el caso de que el
desarrollo del juego asi lo exigiera. Si los demds agentes son también racionales y
pueden analizar el juego en cada posible contingencia, serdn capaces de anticipar esta
situacién: a sus 0jos, los antedichos planes o amenazas se convierten en “increibles”
y, por tanto, ningtn equilibrio sustentado en ellos tiene posibilidades de prosperar.
Ilustremos las anteriores ideas con el ejemplo representado en la figura 4.1.

-1,-1

(1,1

©,2)

Figura 4.1

Este juego tiene dos equilibrios de Nash: (B, a) y (4, b). El primero, sin embargo,
no es razonable, ya que esta sustentado en la amenaza increible, por parte del juga-
dor 2, de que éste tomaria la accién a si el jugador 1 le diera esa oportunidad al no
jugar B. Como el jugador 1, de hecho, juega B en equilibrio, a permanece en el limbo
de las amenazas. Sin embargo, el jugador 1 adopta la accién B porque cree en esta
amenaza. Mas, teniendo en cuenta que el jugador 2 es racional,? el 1 deberia poder
anticipar que aquél no llevara a cabo su amenaza. Esta supuesta accion contingente
de 2 deja de ser entonces creible, e invalida con ello el equilibrio correspondiente.

Elequilibrio (4, b), por el contrario, es plenamente creible. Y lo es porque presenta
las caracteristicas de induccion retroactiva (optimizaciéon de delante hacia atras en el
juego) que requiere un andlisis coherente de programacién dindmica. Esta induccién
retroactiva garantiza que al adoptarse una decisién en un momento determinado (por
ejemplo, cuando el jugador 1 comienza el juego en el presente caso), la valoracién
de las posibles acciones incorpora el resultado de las decisiones que seran dptimas en
el futuro (en el ejemplo, la accién b de 2 en la segunda etapa del juego). Siguiendo a

2 Excepto cuando se haga mencién expresa de lo contrario, siempre supondremos que la raciona-
lidad es conocimiento comtin —recuérdese la seccién 2.8.
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Selten (1965, 1975), los equilibrios de Nash que disfrutan de esta caracteristica seran
llamados equilibrios perfectos en subjuegos. Su nombre, por si mismo, ya indica cudl
serd su propiedad fundamental: la de ser equilibrio (de Nash) en cada subjuego, sea
éste alcanzado o no en equilibrio.

Tal como se define formalmente més adelante, la clase de subjuegos que a este
respecto se consideran son los conocidos como propios. Los subjuegos propios heredan
del juego completo la importante caracteristica de tener una tinica raiz; es decir, con-
sisten en un conjunto de informacién compuesto de un solo nodo y todos sus sucesores.
Tales subjuegos admiten un andlisis especialmente sencillo, ya que, al iniciarse, el ju-
gador que actiia en su primer nodo sabe exactamente dénde estd. Por tanto, dadas
las estrategias de los demas, le es posible valorar sin ambigiiedad las consecuencias
asociadas a sus diferentes posibilidades de accién.

En un equilibrio perfecto en subjuegos las estrategias de equilibrio han de pres-
cribir, incluso en contingencias que no se dan en equilibrio, un comportamiento
racional. En suma, las “amenazas” que sustentan fuera de la senda de equilibrio las
acciones propiamente de equilibrio han de ser, en el sentido descrito con anterioridad,
acciones creibles: llegado el momento, unos agentes racionales estarian dispuestos a
adoptarlas.

Como hemos explicado, el juego ilustrado en la figura 4.1 presenta dos equi-
librios de Nash. En términos de las utilidades que cada uno de ellos reporta a los
agentes, los intereses de éstos estan enfrentados. Asi, el jugador 1 prefiere el equilibrio
(A, b), mientras que el 2 prefiere el equilibrio (B, a). En este sentido, la perfeccion en
subjuegos es un criterio del que uno de los jugadores (el 1) no estard dispuesto a
prescindir. En contraste con esta situacién, considérese ahora el juego representado
en la figura 4.2 (Van Damme, 1983).

En este juego, de forma andloga al de la figura 4.1, podemos descartar alguno
de los equilibrios de Nash por no ser perfecto en subjuegos. Asi, las estrategias
((4, D), b) forman un equilibrio de Nash en el que la segunda accién D por parte de 1
no es creible. El jugador 2, paraddjicamente, querria “poder creerse” que esta accion
supone una decisién racional para 1. Ya que si no, ((B,C),a) es el tinico equilibrio
alternativo.? En este equilibrio, ambos jugadores obtienen un pago de 1, que para cada
uno de ellos es menor que el pago de 2 que obtendrian en el equilibrio ((4, D), b).
Sin embargo, si los dos jugadores son racionales, y ambos conocen este hecho, se ven
condenados al equilibrio que, los dos por igual, desearian evitar.

El refinamiento del equilibrio de Nash que hemos llamado “perfecto en sub-
juegos” adquiere toda su fuerza en aquellos juegos dindmicos que se denominan

3 Adicionalmente, existe el equilibrio (B, D), a), que induce el mismo resultado que el equilibrio
perfecto en subjuegos (B, C), a). Sin embargo, (B, D), a) no es perfecto, ya que incorpora la decisién
sub6ptima D por parte del jugador 1 en su tltimo conjunto de informacién.
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,3)

-1,-1)

(1,1

Figura 4.2

de informacion perfecta, donde cada nodo (no final) define, por si solo, un conjunto
de informacién. En estos juegos, cada una de las acciones posibles en cualquier
punto del juego induce un subjuego bien definido de ahi en adelante. Por tanto, dado
un perfil de estrategias de los demads, el jugador llamado a mover en ese momento
puede predecir nitidamente las sendas futuras y pagos inducidos por cualquiera de
sus posibles planes (presentes y futuros) de accién.

En juegos de gran interés, donde o bien se toman acciones simultdneas por
parte de los jugadores o bien éstos s6lo poseen informacién incompleta sobre los
demads (éste serd el contexto estudiado en el capitulo 6), el concepto de “perfeccién en
subjuegos” puede llegar a tener muy poco poder discriminador. Asi, si por ejemplo
el juego es tal que (como ocurrira en estos casos) ningtin conjunto de informacién ex-
cepto el inicial estd compuesto de un solo nodo, ese concepto se vacia de contenido al
no existir subjuegos sobre los que poder aplicarse. Considérese el juego representado
en la figura 4.3.

Este juego no tiene ningtn subjuego propio (aparte del juego completo). Por
tanto, el requisito de perfeccion en subjuegos resulta equivalente al de equilibrio
de Nash. En este juego, existen dos equilibrios de Nash en estrategias puras: (A, b)
y (B,a). Ambos, por lo antedicho, son trivialmente perfectos en cada subjuego. El
primero, sin embargo, no parece en absoluto razonable, pues suponer que, si llamado
a mover, el jugador 2 puede elegir b es claramente inconsistente con su racionalidad.
Y esto es asi, a pesar de que este jugador no es capaz de discernir entre los dos
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-1,-1)
(1,1)

(-2,0)

Figura 4.3

nodos de su conjunto de informacién: para cualquiera de ellos, la accién a es uni-
formemente mejor para €l. O dicho de otra forma, cualquiera que sea la percepcidn
(probabilidad subjetiva) de 2 sobre la accién de 1 que ha llevado el juego a su con-
junto de informacién, la accién b reporta a 2 un pago esperado estrictamente menor
que a. Por tanto, si 1 asume que 2 es racional, el equilibrio sustentado por la ac-
cién contingente bno es creible. La “hipotética accién” bes, en otras palabras, una ame-
naza increible, aunque fuera anunciada por 2 para inducir al jugador 1 a mover A.

La idea anterior se puede formalizar mediante el concepto de equilibrio secuen-
cial (Kreps y Wilson, 19824). Un equilibrio secuencial no sélo exige especificar un
perfil de estrategias para cada jugador (sus acciones contingentes en cada conjunto
de informacién) sino también un conjunto de percepciones adecuadas sobre la in-
certidumbre que cada uno de ellos experimenta en sus respectivos conjuntos de
informacién (obviamente, ello s6lo deja de ser trivial en conjuntos de informacién
que estén compuestos de mas de un nodo).

Para que una especificacién de estrategias y percepciones como la descrita sea
un equilibrio secuencial se requiere, informalmente, lo siguiente:

(a) Para cada agente, y en cada uno de sus conjuntos de informacién, las acciones
prescritas por su estrategia son 6ptimas en funcién de sus percepciones.

(b) Las percepciones que los agentes sostienen en cada uno de sus conjuntos de
informacién son actualizaciones de probabilidad consistentes con las estrategias
de equilibrio de los demas jugadores y la regla de Bayes.
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La primera de las condiciones anteriores es simplemente una extension del crite-
rio de “perfeccion” a los conjuntos de informacién que (por estar compuestos de mas
de un nodo) no definen un subjuego propio. En todos ellos, el concepto de equili-
brio secuencial exige que el comportamiento prescrito sea racional (individualmente
6ptimo) dadas las percepciones especificadas. Mas, ;qué percepciones pueden es-
pecificarse en equilibrio? Ello viene determinado por la segunda de las condiciones
anteriores: sélo se admiten aquellas percepciones que sean consistentes (esto es, no
contradictorias) con el procedimiento formal de actualizacion estadistica, la regla de
Bayes. Cuando, en un determinado conjunto de informacién, esta regla estd bien
definida (porque, dadas las estrategias de equilibrio, la probabilidad a priori de tal
conjunto es positiva), la aplicacién de la regla de Bayes define univocamente las per-
cepciones correspondientes. Ello ocurre a lo largo de la “senda de equilibrio”, esto
es, para el conjunto de sendas del juego a las que las estrategias de equilibrio asocian
probabilidad a priori positiva. Fuera de tales sendas, sin embargo, la regla de Bayes
no constrifie estas percepciones. En esos casos, por tanto, el concepto de equilibrio
secuencial admite que las percepciones de los agentes se determinen arbitrariamente.*

Aun aceptando como valida cualquier percepcién fuera de equilibrio, es facil
ver que el concepto de “equilibrio secuencial” tiene implicaciones importantes por
encima de las del concepto de “equilibrio perfecto en subjuegos”. Considérese de
nuevo el juego de la figura 4.3. Como ya argumentamos, la accién b no es 6ptima
cualesquiera que sean las percepciones que se asignen fuera de la senda de equilibrio
correspodiente a las estrategias (A4, b) —esto es, en el (tinico) conjunto de informacién
del jugador 2. (A4, b), por tanto, no es un equilibrio secuencial; sélo (B, a) lo es. Y en
este caso, como su conjunto de informacién si pertenece ya a la senda de equilibrio, sus
percepciones en él ya no son arbitrarias: toda la probabilidad ha de estar concentrada
en el nodo que resulta de la accién B de equilibrio por parte de 1.°

4.2.2 “Percepciones insostenibles”

En la seccién anterior nuestro objetivo fue proponer criterios para refinar (descartar)
equilibrios de Nash que incluyeran amenazas (esto es, un comportamiento contin-
gente fuera del equilibrio) cuya puesta en practica, si llegara el caso, nunca podria
esperarse de agentes racionales. Estas amenazas fueron catalogadas como increibles,
incapaces por tanto de cimentar el equilibrio descartado.

* Esto no es totalmente cierto. Como veremos en la seccién 4.3, el concepto de equilibrio secuencial
incorpora un requisito adicional de consistencia con la estructura del juego que, al ser basicamente
técnico, preferimos obviar hasta su presentacion formal.

5 Dado que en el juego considerado, la accién a domina la b para cualquier accién del jugador 1 que
induzca a mover al jugador 2, el requisito de consistencia entre percepciones y estrategias de equilibrio
es irrelevante para racionalizar la accién de 2. En juegos mas complejos esto no sera generalmente asi.
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De lo explicado debe ya quedar claro que la credibilidad de una amenaza (que
se identifica con la racionalidad de llevarla a cabo si llegara el caso) ha de depender
crucialmente de las percepciones que, en sus conjuntos de informacién, se supongan
del jugador en cuestién. Cuando, en la seccién anterior, nuestro objetivo se reducia a
distinguir entre amenazas creibles y aquellas que no lo eran, admitiamos la posibili-
dad de “racionalizar” amenazas sobre la base de cualquier sistema de percepciones
que fuera consistente con el equilibrio. En cierto sentido, admitiamos la posibilidad
de que un jugador “eligiera” sus percepciones con tal de fundamentar unas ame-
nazas determinadas. Dando un paso cualitativo adicional, aunque conceptualmente
andlogo al de la seccién anterior, vamos a investigar en la presente seccién la cre-
dibilidad de las percepciones. La discriminacién entre aquellas que son sostenibles
(creibles) de las que no lo son nos dara criterios adicionales de refinamiento de equi-
librios de Nash.

Por desgracia, la tarea es ahora sustancialmente mas sutil y, a su vez, menos con-
cluyente que en el caso anterior. La credibilidad o no de determinadas percepciones
acaba dependiendo, en cierta forma mas o menos implicita, de las racionalizaciones
(justificaciones o “historias”) que se admitan tras la observacién de una desviacién
del equilibrio. Para facilitar su dicusion, es 1til concebir los distintos refinamien-
tos como formas alternativas de racionalizar la observacion de una desviacién. En
particular, se consideraran tres tipos de tales racionalizaciones:

1. El jugador ha cometido un error.
2. Eljugador tiene otra teoria (otro equilibrio) en términos de la cual estd jugando.
3. Eljugador estd, de hecho, enviando una sefial.

4.2.2.1 Desviaciones interpretadas como “errores”

Suponiendo que los agentes juegan (o pretenden jugar) un determinado equilibrio,
parece natural que intentemos racionalizar cualquier posible desviacién de él como
consecuencia de un “error”, al cual los jugadores estdn sujetos con una cierta (pero
pequeiia) probabilidad ex ante cuando adoptan cada una de sus decisiones. La forma-
lizacién de esta idea da origen al concepto de equilibrio perfecto (Selten, 1975), a veces
denominado también “de mano temblorosa”. Pasamos a describirlo informalmente.

Supdngase que dado un juego determinado y unas estrategias supuestamente de
equilibrio, los agentes no pueden asegurar con certeza que no se desviaran (por error)
de estas estrategias. En ese caso, la posibilidad de que cada vez que se produzca una
decisién a lo largo del juego, el jugador en cuestién adopte una accién diferente de
la deseada se ha de admitir con cierta (pequefia) probabilidad, digamos e.

Con esta motivacién, dado cualquier € > 0, se define el concepto de equilibrio
e-perfecto como un equilibrio de Nash del juego “perturbado” en el que las men-
cionadas probabilidades de desviacién no pueden evitarse. El juego perturbado y su
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motivacién en términos de errores desempeia basicamente un papel instrumental.
Dado que todas las estrategias se juegan con cierta probabilidad positiva en el juego
perturbado, no existen en él conjuntos de informacién fuera del equilibrio. Por tanto,
a diferencia de lo que ocurre generalmente sin posibilidad de errores, las percep-
ciones son consecuencia directa de una aplicacién de la regla de Bayes en cada caso.
Cuando ¢ se hace infinitesimal (tiende a cero), el equilibrio que resulta es llamado
simplemente perfecto.

Veamos las implicaciones de este concepto para el juego representado en la figu-
ra4.3. Siadmitimos que, por la inevitabilidad de cometer errores, todos los jugadores
adoptan cada una de sus aciones con una probabilidad deal menos e > 0, la estrategia
del jugador 2 no serd 6ptima si, llamado a mover —lo cual ocurre con una probabi-
lidad de al menos 2e— aquélla prescribe, con probabilidad por encima de la mini-
ma ¢, la accién b. En vista de ello, jugar A con probabilidad mayor que la inevitable
€ no puede ser una estrategia de equilibrio para el jugador 1. Al hacer tender ¢ a
cero s6lo se mantiene el equilibrio (B,a ). En este ejemplo, pues, el tnico equilibrio
perfecto coincide con el secuencial, tal como este tltimo fue derivado en la seccién
4.2.1. Como veremos en la seccion 4.3, esto no es mera coincidencia: en general, y
para “casi todos” los juegos (en un sentido natural bien definido) ambos conjuntos de
equilibrio coinciden. Siendo asi, el concepto de equilibrio secuencial (de més directa
y fécil aplicacién) presenta ventajas précticas que le llevan a ser mds ampliamente
utilizado en aplicaciones.

Abundando en una interpretacién de las desviaciones como errores, un refi-
namiento, que lo es a su vez del concepto de equilibrio perfecto, viene dado por
el denominado equilibrio propio (Myerson, 1978). Segun este concepto, si hemos de
atribuir “desviaciones imprevistas” a errores cometidos por los agentes, parece na-
tural atribuir una probabilidad de error sustancialmente menor a aquellas acciones
que sean dominadas por otras desviaciones. La motivacién es que el agente sera
mds o menos “cuidadoso” en no tomar diferentes acciones erréneas dependiendo
de cudles sean sus consecuencias relativas. Asi, para cada conjunto de informacion,
se puede obtener una jerarquia que ordena las posibles desviaciones en funcién de
cuan negativas sean sus consecuencias asociadas. Si, una vez identificada tal je-
rarquia, mantenemos que el orden de magnitud de los errores debe responder a ella
y hacemos tender a cero los errores, el equilibrio limite resultante es un equilibrio
propio.

Cerramos estas subseccién con un ejemplo que ilustra de forma heuristica las
diferencias entre los conceptos perfecto y propio de equilibrio. Considérese el juego
representado en la figura 4.4.

Este juego posee dos equilibrios de Nash: (F, b) y (4, a). Ambos son perfectos. El
segundo lo es, ya que no incluye la posibilidad de percepciones fuera de equilibrio.
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2,1

(1,03
(1,03

2,1

Figura 4.4

El primero, por su parte, también es perfecto, ya que, en caso de que el jugador 2
sea llamado a actuar (lo cual no ocurre en el supuesto equilibrio), este jugador puede
racionalizar su accién b partiendo de la percepcién de que es mas probable que el
jugador 1 haya jugado B que A (es decir, estimando que la probabilidad relativa
de error hacia A por parte de 1 es mayor que la de B). Pero esta percepcion es
incompatible con la que se requeriria si el equilibrio fuera propio, pues, en ese caso,
yaquela estrategia A domina la B para el jugador 1 —segtin el equilibrio considerado
(F, b)—una desviacién (por error) hacia A deberia de tener asignada una probabilidad
mayor que hacia B. Concluimos, por tanto, que el equilibrio (F, b) no es propio. Por
su parte, (A, a) lo es trivialmente, ya que, tal como se ha indicado, no admite la
posibilidad de que surjan percepciones fuera de equilibrio.

4.2.2.2 Desviaciones interpretadas como “teorias erroneas”

Cada equilibrio de un juego representa una “teoria” particular sobre cémo se jugara
(o se ha de jugar) el juego. Implicito en la prediccién de un equilibrio determinado
estd el supuesto de que todos los jugadores comparten la misma teoria. Si ésta es la
tnica posible (por ejemplo, sisélo hay un equilibrio secuencial) no se pueden producir
posibles ambigiiedades. Tal unicidad, sin embargo, esta ausente de gran parte de los
juegos de interés. En ese caso, la desviacion de un supuesto equilibrio por parte
de algiin jugador puede, de forma natural, ser interpretada por los demds como
una confusién en el equilibrio que el jugador en cuestién estima como la apropiada
(o aceptada) teoria del juego. En algunos casos, una hipétesis alternativa puede
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determinar de forma univoca las percepciones naturales fuera del supuesto equilibrio.
Considérese el juego representado en la figura 4.5.

(1,1

(2/ _l)

(-10,-2)
(-1,-2)

0,-1

Figura 4.5

Este juego tiene dos equilibrios, ambos secuenciales:® (F,b) y (A, a). Supéngase
que el primero de ellos es el que 2 asume (o insiste, dados sus pagos) que es (sea)
jugado. ;Qué suponer si, a pesar de todo, 1 se desvia de é1? Parece 16gico considerar
la posibilidad de que este jugador se haya desviado porque asume (o insiste) que
el equilibrio (4, a) es el que representa la “teoria apropiada” del juego. Si 2 esta
convencido de ello, sus percepciones tienen que atribuir toda la probabilidad a la
acciéon A en su conjunto de informacién. En este caso, a es la accién racional por
parte de 2. Si el jugador 1 lleva a cabo este tipo de razonamiento y, a su vez, estd
convencido de que 2 razona de esta forma, siempre se desviara del equilibrio (F, b).
El equilibrio alternativo (4, a), en otras palabras, es el inico equilibrio sélido ante un
analisis mas sofisticado del juego como el descrito.

El tipo de consideraciones utilizadas para invalidar el equilibrio (F, b) explota
argumentos de induccion proyectiva (denominada asi, en contraste con la induccién
retroactiva reflejada, por ejemplo, en el concepto de equilibrio perfecto en subjuegos).
La induccién proyectiva interpreta las acciones efectuadas por otros jugadores a
lo largo del juego en términos de lo que éstos pudieron hacer (en el pasado) y no

6 El equilibrio (F, b) es secuencial con percepciones por parte de 2 de que una desviacién hacia B
es mds probable que hacia A.
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hicieron.” En el caso del juego anterior, cualquier accién por parte de 1 que lleve a
2 a mover (es decir, A o B) se interpreta por éste tltimo en términos de la accién F
que 1 pudo haber efectuado y no efectué. “Si el jugador 1 me deja actuar”, razona
el jugador 2, “es porque 1 pretende conseguir un pago mayor que el que se podia
asegurar con F”. Esto sélo es posible si la accion efectuada por 1 es A. “En ese caso”,
concede 2 resignadamente, “lo 6ptimo para mi es elegir la accién a y aceptar que 1
consiga su objetivo”.

Argumentos de induccién proyectiva como el descrito forman la base de los
desarrollos mas recientes y sofisticados de la literatura sobre refinamientos que nos
ocupa. Volveremos a ellos repetidamente en lo que resta de este capitulo y algunos
de los siguientes. Como ilustracién adicional de los dificiles problemas conceptuales
que pueden llegar a plantear, considérese el juego representado en la figura 4.6.

(3,2,2)
a
1 A
0,0,0)
B
(4,4,0)
a
2
; 8
0,0, 1)
b
1,1, D
Figura 4.6

7 Por el contrario, la induccién retroactiva evaliia acciones presentes en términos de previstas
acciones futuras. La induccién, en este caso, es de atrds hacia delante en el juego, con el objetivo de
atribuir a las diferentes alternativas presentes un valor consistente con lo que se predice que seran las
decisiones futuras.
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Este juego tiene dos equilibrios de Nash: (A, b, @) y (B, b, 8); el segundo secuencial
pero el primero no. La terna (4, b, @) no define un equilibrio secuencial, ya que si el
jugador 2 fuera llamado a jugar, no elegira b sino a. (El jugador 3 efectia la acciéon
a en equilibrio y este jugador no puede hacer depender su accién de que 2 mueva o
no; por tanto, si 2 eligiera a en su conjunto de informacién, obtendria un pago mayor
quecon b.) A pesar de que (4, b, @) no es secuencial, presentamos a continuacién un
argumento de induccién proyectiva que, en la linea ya esbozada, puede llegar a hacer
de (A, b, @) un equilibrio “razonable”.

En el tinico equilibrio secuencial del juego, (B, b, 3), el jugador 3 no llega a mover.
Suponiendo que éste es, por tanto, el equilibrio previsto por 3, considérese la situaciéon
que resulta de la accién A por 1. El jugador 3 se “sorprende”. Si, una vez recuperado
delasorpresa, reemplaza su “teoria” (B, b, 8) por la del equilibrio de Nash alternativo:
es decir, pasa a suponer que el equilibrio en juego es (4, b, a), su accién 6ptima es c.
Mas entonces, si el jugador 1 es capaz de desarrollar este proceso mental (respecto al
proceso mental de 3) movera A einduciré el equilibrio (4, b, @), que es sustancialmente
mas beneficioso para él que el equilibrio secuencial (B, b, 3).

El “proceso mental”, sin embargo, no ha de parar necesariamente ahi. Supéngase
que el jugador 1 es también capaz de imaginar que 2 pueda llegar a pensar de forma
andloga a él (en particular, que es capaz de comprender el razonamiento por parte de 3
descrito mas arriba). En ese caso, si este ultimo jugador es llamado a mover, adoptara
a en vez de b, ya que predecird que 3 moverd o subsiguientemente. Teniendo esto
en cuenta, el jugador 1 habria de efectuar la accién B y el perfil (B, a, a) prevaleceria.
Pero, ;qué impide que 3 pueda llegar a desarrollar, integramente, el mismo proceso
mental? Si es asi, su accién serd 3y todo el argumento se colapsa irremediablemente.

¢Qué pensar de todo este razonamiento “auto-destructivo”? Llevado al extremo,
incluso la prediccién de que los jugadores adoptardn necesariamente un equilibrio de
Nash parece peligrar. (Recuérdese, por ejemplo, el concepto mas débil de “raciona-
lizabilidad” presentado en la seccién 2.7.) Como tendremos ocasién de argumentar
mas adelante, la posicién que parece inferirse de todo ello es la ecléctica ya esbozada
con anterioridad: la fuerza predictiva de una nocion de equilibrio no puede abstraerse de
su contexto de aplicacion. Todo ello resultard atiin mas claro en discusiones y ejem-
plos ulteriores, cuando razonamientos circulares del tipo que acabamos de exponer
aparezcan de forma frecuente.

4.2.2.3 Desviaciones interpretadas como sefiales

En cierto sentido general, toda accién intermedia de un juego con estructura secuen-
cial puede ser vista como una sefial por parte del jugador que la realiza. En contextos
con informacién incompleta, donde parte de la informacién relevante del juego es
privada para algtin jugador, esta idea se manifiesta de forma absolutamente nitida.
Asi ocurre, por ejemplo, en los juegos llamados de sefializacion que seran objeto de
discusién en el capitulo 5.
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No es necesario, sin embargo, circunscribirse a contextos con informacién in-
completa para encontrar contextos donde el concepto de “desviacién como sefial”
puede jugar un papel importante. Como ilustracién, discutimos ahora un ejemplo
que es una simple variacién de un juego propuesto por Ben-Porath y Dekel (1992).
Como punto de partida, consideramos la “batalla de los sexos” descrita en la ta-
bla 4.2. A ello afiadimos la siguiente complicacion: en un momento anterior al que se
desarrolla este juego (cuyas decisiones son simultdneas), el chico puede piiblicamente
“quemar dinero”. Esto es, puede optar por disminuir su utilidad en, digamos,
1 unidad a la vista de la chica. Con esta posibilidad, el juego presenta la forma ex-
tensiva reflejada en la figura 4.7 (en los vectores de pagos indicados, el chico se
considera el primer jugador, la chica el segundo).

1,3)

()]
-1,0

2,2)
Chico
2,3)

1,1

(0,0

3,2

Figura 4.7. Batalla de los sexos con “quema de dinero”.
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Supongamos que el chico quema dinero ptiblicamente (elige Q) en la primera
fase del juego. ;C6émo habria de interpretar la chica esta accién? Una conclusion
razonable seria interpretarla como una sefial de que en “la batalla de los sexos” el
chico tiene intencion de jugar C, pues si no fuera asi (esto es, si tuviera intencién de
jugar F), lo maximo que puede esperar es un pago de 1 (pero quizas menor, sila chica
juega C en vez de F). En comparacién, jugando N y después C se garantiza el pago
de 1.

Una vez que la chica comprende la situacién (es decir, que jugar Q y después
F estd dominado —al menos débilmente— para el chico), deberia responder con C
en la batalla de los sexos si observa una accién inicial de @ por parte del chico. Mas
entonces, si el chico comprende esto y decide elegir N en vez de Q ha de ser porque
tiene intencién de alcanzar algo méds que el pago de 2 que ya tiene asegurado por
el anterior argumento. Ello sé6lo es posible jugando C. Por tanto, parece razonable
que la chica prediga una accién de C por parte del chico, no sélo después de Q sino
también de N. Con esa prediccion, la chica reaccionara también con C después de
N, lo que conlleva que, desde el punto de vista del chico, N seguida de C domine
ahora la eleccién de Q seguida de C. Alfinal, la posibilidad de “quemar dinero” no se
utiliza por parte del chico, pero sirve para que éste consiga el equilibrio que prefiere.

El anterior argumento es chocante y, en cierto sentido, polémico: ;por qué
suponer que s6lo uno de los jugadores puede “quemar dinero”?, ;cémo es posible
que afiadir una posibilidad que luego se demuestra irrelevante tenga una influencia
tan determinante en el juego? Todo ello ilustra la enorme fuerza que la légica de la
induccién proyectiva pone a nuestra disposicién en el andlisis de muchos juegos de
interés. También ilustra su posible fragilidad conceptual, cuya discusién ha generado
una amplia controversia (no resuelta) entre los especialistas.

El razonamiento iterativo descrito puede formalizarse de forma rigurosa. Como
veremos en la seccion 4.4, consiste esencialmente en un proceso iterativo de elimi-
nacion progresiva de estrategias débilmente dominadas, que contrasta de forma radical
conel de eliminacidn iterativo de eliminacion de estrategias (fuertemente) dominadas
presentado en la seccién 2.1.

4.3 Refinamientos del equilibrio de Nash en forma extensiva:
formalizacién

SeaTl = {N, {Keliy: B A {(Wf)ﬁo}ﬂl} un juego en forma extensiva. Un

subconjunto K C K = |J', K; define un subjuego I si existe un conjunto de infor-
macién A tal que:

(i) el conjunto K se compone de todos los nodos en h U {z' : z € h, z Ra'};
(h C K)V (h C K\K),
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es decir, cualquier conjunto de informacion h esta bien integramente incluido en
K o0 en su complementario.

Si el conjunto de informacién A que induce [' estd compuesto de un solo nodo,
el subjuego se dice propio.

Sea v* € ¥ un equilibrio de Nash de I" (es decir, el perfil de estrategias de
comportamiento inducido por un equilibrio de Nash ¢* en la forma estrategica G(I)).
Naturalmente, 7" induce un perfil estratégico v* |1 para cada subjuego [ (para ello,
simplemente es necesario restringir cada v a los conjuntos de informacién de H;
incluidos en K). Si restringimos la atencién a subjuegos propios, se sigue de (i)-(ii)
que estos subjuegos tienen estructura de juego en si mismos, ya que cuentan con
una Unica raiz. Ello nos permite plantear la exigencia de que, para cada uno de estos
subjuegos propios T', los perfiles estratégicos v* |t definan un equilibrio de Nash.
Formalmente, ello da lugar al siguiente concepto de equilibrio:

Definicién 4.1 (Selten, 1965) Un perfil v* € ¥ es un equilibrio perfecto en subjuegos
de T si, para cada subjuego propio T' C T, v* | es un equilibrio de Nash de T.

Las limitaciones del concepto de equilibrio que acabamos de definir ya fueron
explicadas en la seccién precedente. Se obtiene un refinamiento con el concepto
de equilibrio secuencial, cuya especificacién (en términos de estrategias de compor-
tamiento) requiere la introduccién del siguiente formalismo.

Una apreciacion para I' es una par (u,y), donde 4 es un conjunto de percepciones
y v un perfil de estrategias de comportamiento. El concepto de estrategia de compor-
tamiento ya fue descrito en el capitulo 1. Por su parte, un conjunto de percepciones
 especifica, para cada conjunto de informacién h € H;, una atribucion de probabili-
dades p (z) por parte del jugador i a cada uno de los nodos z € h de forma que

Z w(z) = 1. [4.1]

z€h

Estas probabilidades se interpretan como las percepciones subjetivas de este
jugador si el conjunto de informacién en cuestién es alcanzado a lo largo del juego.
En principio, p es arbitrario. En equilibrio, sin embargo, requeriremos que el par
(i, ) sea un par consistente.

De manera muy informal (y, de hecho, incompleta, tal como explicamos mads
adelante), una apreciacién (y, ) se dice consistente si, en todo conjunto de informacién
en que esto sea posible (es decir, siempre que el conjunto de informacién en cuestién
tenga, dado v, probabilidad ex ante positiva), 1 es inducido por « a través de la regla
de Bayes. Sea P : 2K — [0, 1] la probabilidad inducida por el perfil estratégico ~
sobre cada subconjunto de nodos de K.® La consistencia de p requiere que si, para
algiin conjunto de informacién h, P? (h) > 0, entonces

8 La notacién 2X denota, como es habitual, el conjunto de partes de K.
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plz) = —— [4.2]

para cada z € h.

Cuando P7 (k) = 0, la regla de Bayes no estd bien definida. Si el conjunto de
informacién h se alcanzara, estariamos en un suceso de probabilidad ex ante cero,
dado el perfil 4. La funcién p, sin embargo, no puede eludir la imputacién de alguna
probabilidad a posteriori si, de hecho, h llega a alcanzarse. Si sélo insistiéramos en la
consistencia de las percepciones cuando puede aplicarse la regla de Bayes, podriamos
admitir que para los conjuntos de informacién h tales que P (k) = 0, las probabi-
lidades p(z) de los nodos = € h se fijaran arbitrariamente. O, equivalentemente,
podriamos reformular [4.2] como sigue:

p(x) P7(h) = P (z),

lo que implica [4.2] cuando P” (k) > 0, pero admite cualquier imputacién arbitraria
(que satisfaga [4.1]) en otro caso.

Sin embargo, aceptar un margen tan amplio de arbitrariedad en la formacién de
las percepciones fuera de equilibrio puede plantear algunos problemas conceptuales.
Asi, amodo deilustracién, considérese el juego trilateral representado en la figura 4.8.

En este juego, el perfil de estrategias puras (A, b, U) define un equilibrio de Nash.
(Este equilibrio es igualmente perfecto en subjuegos ya que no existe ningtn sub-
juego propio distinto del juego completo.) Con estas estrategias, los conjuntos de
informacién de los jugadores 2 y 3 no se alcanzan. Por lo tanto, la fijacién de percep-
ciones “consistentes” asociadas a estos conjuntos de informacién se puede hacer, en
principio, de forma arbitraria. Mas, si insistimos en que la accién U sea 6ptima para
3 en funcién de tales percepciones, éstas han de atribuir un peso positivo al nodo 3
inducido por B-a. Obviamente, ello es incompatible con que el jugador 2 adopte b tras
una desviacién de 1, tal como se postula en el perfil considerado. En otras palabras,
las percepciones requeridas para sostener la accién U como comportamiento éptimo
en el dltimo conjunto de informacién son incompatibles con la estructura del juego y
las estrategias consideradas.

Esencialmente, el problema radica en el hecho de que cualquier conjunto de
informacién que siga a otro cuya probabilidad ex ante es cero también tiene proba-
bilidad ex ante cero. Por tanto, desde el punto de vista exclusivo de la consistencia
estadistica (es decir, la regla de Bayes) ambos admiten una determinacién arbitraria (y
en principio independiente) de las percepciones correspondientes. Sin embargo, una
vez que las percepciones han sido especificadas en el primero de los conjuntos de in-
formacién de forma discrecional, parece razonable exigir que se mantenga una cierta
“coherencia” subsiguiente con la estructura del juego y las estrategias consideradas.
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0,0, 1)

(0,0,0)

(0,0,0)

2,2,2)

0,1,0

Figura 4.8

En otras palabras, una vez especificadas las percepciones en el primer conjunto de
informacion, s6lo deberiamos admitir un nuevo recurso a la “arbitrariedad” cuando
sea inevitable. O de forma algo més precisa, dado cualquier conjunto de informacién
h € H y las percepciones (i (z))zcn asociadas a él (incluso si P” (h) = 0), las per-
cepciones (i (z))zcp vinculadas a cualquier k' posterior a h en el juego deberian ser
consistentes, siempre y cuando ello sea posible, con (1 (z))z¢nr, €l perfil estratégico
y la regla de Bayes.

De una forma concisa y efectiva se puede imponer esta idea natural de consisten-
cia sobre una apreciacién (i, y) mediante un requisito natural de continuidad sobre
el espacio de apreciaciones. Asi, siempre podemos concebir el perfil estratégico
como el limite de alguna sucesion {vi } k-1 2,... donde cada perfil vy sea completamente
mixto; es decir, donde las estrategias de cada jugador atribuyan una probabilidad
positiva a todas sus acciones en cada uno de sus conjuntos de informacién. Natural-
mente, este tipo de perfiles garantizan que todos los conjuntos de informacién del
juego tienen probabilidad ex ante positiva. Por tanto, la correspondiente apreciacién
consistente (ux,v;) viene especificada de forma univoca por la aplicacién de la (bien
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definida) regla de Bayes. Siendo asi, el requisito de continuidad mencionado exigira
que, incluso cuando v no sea completamente mixta, la apreciacién asociada (, )
sea “aproximable” por una sucesién de apreciaciones consistentes {(ux, vk} 5
donde cada v si es completamente mixta. Formalmente, estd idea viene reflejada
por los siguientes conceptos:

Definicién 4.2 Sea v € W un perfil estratégico completamente mixta en I' (es decir,
Vi =1,2,..,n,Vh € H;, Va € A(h), v; (k) (@) > 0). Una apreciacion (u,~) se dice
consistente si Vh € H, Vx € h,p(z) es una actualizacion en h de PY (z) que resulta de
aplicar la regla de Bayes.

Definicion 4.3 Una apreciacion (u,~) es consistente si es el limite de una sucesion de
apreciaciones consistentes {(uug,vx)} ., , . donde cada ~yy es totalmente mixta.

Considérese de nuevo el ejemplo representado en la figura 4.8 y dendtese v; =
(1 (A4), 1(B), 1(C)), 12 = (72(a), 72(0), 73 = (v3(U), 73(V)). En este formato de estrate-
gias de comportamiento, el equilibrio (A,b,U) considerado mds arriba viene dado
por:
7 =(1,0,0; %=(0,1); %=(1,0.

Dado cualquier p > 0 arbitrario, considérese ahora la sucesién de estrategias com-
pletamente mixtas {y1x, Y2k, 13k } 5o, de la forma:

e =1 = A + perk, €1k, pe1k); Yok = €2k, 1 —€2k); 3k = (1 —e3p,e36);  [4.3]

dondee,; | Oparacadar = 1,2, 3. Inducida por esta sucesién de estrategias, tenemos
la correspondiente sucesién de percepciones definida de la forma siguiente:

1
pok = (por(221), pog () = (1 = p’ %)

pak = (par(@31), pak(x32)) = (e2k, 1 — e21).

Obviamente, v, — 4, paracadar =1,2,3,y

1 p
f, = li =l ——y— 4.4
o= i v = (117 ik
‘EL3 = khm M3k = (0, 1) [45]

Ello formaliza rigurosamente la idea ya explicada: dado el equilibrio 4, las tinicas
percepciones /i que dan lugar a apreciaciones consistentes (fi, ¥) son las que concen-
tran en el nudo z3, todo el peso en el tltimo conjunto de informacién del juego, aun
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permitiendo cualquier percepcién arbitraria (vinculada con valores alternativos de
p)° en el conjunto de informacién del jugador 2.

Tal como acabamos de ilustrar, la definicién 4.3 exige de cualquier apreciacion
(1, v) un cierto concepto de consistencia con el juego y las leyes estadisticas. Mas, para
que una apreciacion consistente induzca un equilibrio ha de ocurrir, ademads, que las
estrategias consideradas sean “secuencialmente 6ptimas”. Esto es, cada estrategia
7: ha de prescribir acciones éptimas por parte del jugador 7 a partir de cada uno de
sus conjuntos de informacién h € H;, en funcién de las percepciones asociadas pu(h).
Denotese por m; (v | u, h) el pago esperado por parte del jugador i cuando éste se
encuentra en el conjunto de informacion h y sus percepciones son las indicadas en .
El concepto de equilibrio secuencial se define como sigue.

Definicién 4.4 (Kreps y Wilson, 1982a) Un perfil v* = (v{,75, ..., 7p) € ¥ es un equi-
librio secuencial de T si existen unas percepciones p* tales que (u*,~*) es una apreciacion
consistente y Vi € N,Vh € H;,Vv; € ¥;—0,2 cm,

m (O | k) = (i, 75s) | ¥, k).

Volviendo al juego representado en la figura 4.8, resulta claro que el equilibrio
(A, b, U) no es secuencialmente 6ptimo para cualquiera de las percepciones /i que dan
lugar a una apreciacion (9, 1) consistente. Por el contrario, el perfil de estrategias puras
(B, b, V) si define un equilibrio secuencial (de hecho, el tinico —véase el ejercicio 4.2).
Ya que con las estrategias de equilibrio

5/1 = (07 1,0)7 ;5'2 = (07 1)7 ;5[2 = (Oa 1)/ [46]

se visitan todos los conjuntos de informacién con probabilidad uno, esta claro que
las percepciones univocamente inducidas por la regla de Bayes:

fio = (1,0); jiz=(0,1)

definen una apreciacién (%, i) consistente. Por otro lado, dadas estas percepciones,
cada una de las estrategias en [4.6] es 6ptima para cada jugador respectivo.
Abordamos ahora la definicién del concepto de equilibrio perfecto (también lla-
mado de “mano temblorosa” —“trembling-hand perfect” en inglés). Tal como fue
informalmente expuesto en la subseccién 4.2.1, este concepto puede interpretarse

9 Estrictamente, el procedimiento descrito sélo genera percepciones i, interiores, esto es, con
pesos positivos a ambos nudos. Sin embargo, es facil comprobar que modificando [4.3] de forma que
Mk =1 = A+ ppleik, €1x, PrE1K), Cualquiera de las dos percepciones extremas, (0,1) o (1, 0), se obtiene
haciendo py, — o0 0 p | 0, respectivamente.
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como el limite de una situacion en la que los jugadores admiten probabilidades pro-
gresivamente menores de desviaciéon (“por error”) del equilibrio en cuestién. Para
su formalizacién necesitamos la siguiente notacién. Sea +; una estrategia de compor-
tamiento arbitraria del jugador i = 1,2, ..., n, y a una accién disponible para él en el
conjunto de informacién h, € H;. Denotamos por v;\ a la estrategia que resulta de
jugar siempre la accién a en h, manteniendo el resto de las prescripciones de +; para
todos los demds conjuntos de informacién en H;.

Definicién 4.5 (Selten, 1975) Un perfil v* € ¥ es un equilibrio perfecto de I' si existe
una sucesion {(puk, k) }y-; »... de apreciaciones consistentes tales que:

(1) Vk=1,2,.., v es completamente mixta;

(i) I{er}rey ek 1 0, tal queVk =1,2,...,Vi € N,Vh € H;,Va,a’ € A(h),

mi((Vik\@, Y=ik) | s B) > il (vie\a', 7=ik) | ok, B) = vik (B) (a) < ex;
(lll) {’)’k} = ’y*.

La parte (i) de la anterior definicién asegura que, al estar todos los conjuntos de
informacién dentro de las sendas de juego que tienen probabilidad positiva en equili-
brio, el requisito de consistencia de las percepciones {(ux, 7k }4, ,.. e puede derivar
exclusivamente de la aplicacién de la regla de Bayes. La parte (ii) impone sobre las
estrategias el requisito de que los comportamientos subéptimos se deben de producir
unicamente por error al tomar las acciones respectivas; esto es, con probabilidades
{ek}ro; que son esencialmente independientes en cada conjunto de informacién y
convergentes a cero a lo largo de la sucesion considerada. Finalmente, (iii) indica que
el perfil estratégico v* puede efectivamente concebirse como (aproximadamente)
6ptimo ante probabilidades pequefias de error por parte de los oponentes.

Es facil comprobar (ejercicio 4.9) que el concepto de equilibrio perfecto puede
reformularse de la siguiente forma mds compacta, en la linea reflejada por la deﬁm-
cién 4.4 para el concepto de equilibrio secuencial. e

Definiciéon 4.6 Un perfil v* € ¥ es un equilibrio perfecto de T" si existe una sucesion
{(Hk» ’Yk)} k=1.2,. de apreciaciones consistentes tales que:

(L V=1, 2, .., Yk €s completamente mixta;

(i) Vk=1,2,..,Vi € N,Vh € H;,Vv; € V3,

U (’Y* | }Lk,h) Z ™3 ((727’Yiz,k) | I‘l’kvh) ’
(iii) {vw}— "

El concepto de equilibrio perfecto no incluye ninguna restriccién sobre la es-
tructura de los posibles errores considerados por los individuos. Tal como fue ex-
plicado en la seccién anterior, consideraremos también un concepto de equilibrio
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mdés exigente que el perfecto, el equilibrio propio, cuya motivacién es similar al an-
terior excepto en que contempla una jerarquia de errores. Segun esta jerarquia, los
errores que son mas costosos en cada conjunto de informacién (es decir, aquellas
acciones subdptimas que inducen un pago menor que otras acciones, posiblemente
subéptimas también) han de tener asociada una probabilidad significativamente mas
baja que los menos costosos. Concretamente, se requiere que, conforme la probabili-
dad (minima) de error ¢, se hace progresivamente més pequena (¢ | 0), las distintas
acciones subdptimas se jueguen con probabilidades infinitesimales cuyo orden en g,
refleje la jerarquia referida.

Definicién 4.7 (Myerson, 1978) Un perfil v* € ¥ es un equilibrio propio de I si existe
una sucesion {(uk, )}y.-, ,.. . de apreciaciones consistentes tales que:

(i) Vk=1,2,.., v es completamente mixta;

(i)) I{ek}pey ek L O, tal queVk =1,2,...,Vi € N,Vh € H;,Va,d’ € A(h),

Tl (v e \as Y=ik) | s D) > mil (i \@', v=ik) | ks ) = ik (B) (@) < ek (W) (@);
(i) {y} — 7*.

Dado un juego en forma extensiva I', denotamos:

PS(I): conjunto de equilibrios de I" perfectos en subjuegos;
Sc(I'): conjunto de equilibrios secuenciales de I;

P£(T"): conjunto de equilibrios perfectos de I;

Pr(I'): conjunto de equilibrios propios de I'.

Con esta notacién, enunciamos el siguiente resultado basico.

Teorema 4.1 Todo juego finito en forma extensiva T" satisface:
PS(T) D Sc() D Pf(T) D Pr(T) #0.

Demostracion. Las relaciones de inclusién descritas son una simple consecuencia de
las definiciones respectivas de cada concepto de equilibrio. Nos centramos, por tanto,
en probar que Pr(I') # (. Esto, obviamente, garantiza la existencia para cada uno de
los conceptos de equilibrio considerados.

Sea € € (0, 1) arbitrario. Para cada h € H, denotamos:

lAm)|

bp = T,
" 1AM

donde | A (h)| representa la cardinalidad del conjunto A (k). Definimos:

q/iE{’yi €V, :Yhe H;, Vaec A(h), ’Yi(h)(a)zéh,},
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AAM) = {7 (h) € (A(h) :Va € A(h),~; (h) (a) > &} .

Para cada h € H;, consideramos la correspondencia:

on: T =9 x ¥, x...x ¥, ZAAR)
definida por:
3 (h) € A(A(h)) | Va,a’ € A(h):
en(y) = ) i / ) ’
mi (ri\a, v=i | B, B) > m; (vi\a',v—i | B, k) = 7 (h) (a’) < €7 (R) (a)

Es facil comprobar (véase el ejercicio 4.10) que:
Vh € H, Vy €T, ¢ () £#0. [4.7]

También esta claro que cada ¢}, es semi-continua superiormente y el respectivo con-
junto ¢y, (7) es convexo y cerrado para cada . Por tanto,

p= (‘ph)heH : @3@

satisface las condiciones del teorema de Kakutani (recuérdese el capitulo 2), lo que
garantiza la existencia de un punto fijo yv* € ¥ tal que v* € ¢ (v*).

Considérese ahora una sucesion {e; }, tal que g5 | 0. Para cada e, elegimos un
perfil v* (ex) que es punto fijo de ¢ para e = ¢;. Por construccién, la sucesion {v* (ex)}
satisface (i) y (ii) de la definicion 4.7. Por consiguiente, su limite (de una subsucesién,
si es necesario) es un equilibrio propio de I, la conclusién buscada. m

Completamos el teorema anterior con el siguiente resultado “genérico”.

Teorema 4.2 Genéricamente,' todo juego finito en forma extensiva T satisface:
(1)) Sc(@)=Pf@)
(ii) Sc(T) tiene un niimero finito e impar de elementos.

La demostracién del resultado anterior requiere el uso de herramientas matema-
ticas de topologia diferencial que rebasan ampliamente el nivel fijado para un texto
de las presentes caracteristicas. En su parte (i), el teorema 4.2 establece la “practica
igualdad” entre los conceptos perfecto y secuencial del equilibrio (véase la nota 10).

10 E] calificativo genérico aplicado a un juego en forma extensiva se entiende como sigue. Fijada
la estructura del juego —conjunto de jugadores N, sucesos K, relacion de precedencia R, orden de
movimiento {K;} y distribucién de informacién { H; }— una cierta conclusién se dice genérica si es
vélida para “casi todos” los vectores de pago {wf } asociados a esta estructura; o, de forma mas
precisa, si s6lo se admite la excepcién de algiin subconjunto cerrado de medida (de Lebesgue) cero en
el espacio euclideo correspondiente.
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Es por ello que, tal como mencionamos, este tiltimo concepto (mds sencillo en su
definicién y computacién) es utilizado con mayor asiduidad en las aplicaciones. Por
otro lado, su parte (ii) es un reflejo, dentro del contexto que nos ocupa, de resultados
andlogos en otras dreas. (Compdrese, por ejemplo, con resultados similares —véase
Mas Colell, 1985— referidos al concepto de equilibrio walrasiano.)

4.4 Refinamientos del equilibrio de Nash en forma estratégica*

Un criterio natural de refinamiento con el cual es titil comenzar la discusién resulta de
insistir en que fodo jugador tenga incentivos estrictos para adoptar su correspondiente
estrategia de equilibrio. Esta idea es precisamente la formalizada por el siguiente
concepto de refinamiento.

Definicién 4.8 Un perfil estratégico o* es un equilibrio de Nash estricto de G si
Vi=1,2,..,n, Vo, # o}, mi(c*) > m; (Ui,aiz—) .

En general, el requisito arriba considerado es demasiado fuerte para garantizar
la existencia del equilibrio en cuestién. Por ejemplo, cuando todos los equilibrios de
Nash del juego incluyen estrategias completamente mixtas, no existe ningtin equi-
librio de Nash estricto (ejercicio 4.1).

Si bien no siempre es posible esperar que los jugadores tengan incentivos es-
trictos para jugar un cierto equilibrio, si parece deseable descartar ciertos casos de
“indiferencia”. Considérese, a modo de ilustracién, el sencillo juego bilateral en
forma estratégica descrito por la siguiente tabla de pagos:

2
A B

X 0,0 0,0

Y 0,0 1,1

Tabla 4.1

El juego anterior tiene dos equilibrios de Nash: (X, 4) y (Y, B). Intuitivamente,
parece claro que el primer equilibrio no es muy razonable. Si, por ejemplo, el jugador
1 fuera a jugar Y en vez de X, estaria seguro de no perder con el cambio. Lo mismo
ocurre para 2 con respecto a un cambio de la estrategia B por A. En ambos casos, s6lo
pueden mejorar, lo cual ocurrird si el otro jugador se desvia también del supuesto
equilibrio. De hecho, si los dos jugadores razonan asi se desviardn del supues-
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to equilibrio y ambos mejorardn con esta desviacion. Por ello, no parece razonable
prescribir o predecir (X, A).

Esencialmente, el factor que subyace en las consideraciones anteriores es el he-
cho de que las estrategias X y A estan débilmente dominadas por Y y B, respectiva-
mente. A continuacion, presentamos una definicién general de este concepto. Sea
G ={N,{S:}y . {mi}y} unjuego en forma estratégica.

Definicion 4.9 La estrategia s; € S; estd débilmente dominada para el jugador i en G si
Jdo; € T; tal que:
(@) Vs_; €S_; =8y X ...8_1 X Sis1 X ... X8y, wlo;,5_3) > W(Si,s_i),y

(b) 5_; € S_;conn(o;,5_;) > n(s;,5_;).

En contraste con el concepto de estrategia (fuertemente) dominada —defini-
cién 2.1— la diferencia es que, en este caso, s6lo se requiere un pago estrictamente
mayor para algiin perfil estratégico de los demds jugadores (aunque se exige que
sea no menor para todos ellos). En funcién de este nuevo concepto de dominancia,
proponemos el siguiente refinamiento en forma estratégica del equilibrio de Nash.

Definicién 4.10 EI perfil estratégico o* € X es un equilibrio de Nash en estrategias no
dominadas de Gsi Vi = 1,2,...,n, 0} (s;) = 0 para toda s; € S; que sea una estrategia
débilmente dominada.

Tal como se ha explicado, la diferencias entre los dos criterios de dominancia
considerados hasta ahora (fuerte y débil) se siguen de forma transparente de sus
definiciones respectivas (definiciones 2.1 y 4.9). Mds importante, sin embargo, es
entender sus distintas implicaciones. A nivel basico, una importante ya apuntada
es que, a diferencia de lo que ocurre con estrategias fuertemente dominadas, las
que lo son sélo débilmente pueden formar parte de un equilibrio de Nash. Son
consistentes, por tanto, con la racionalidad compartida de los agentes, aunque en un
sentido indudablemente muy fragil. Otras diferencias sustanciales, sin embargo, se
manifiestan sélo tras una aplicacién iterativa de cada concepto.

Primeramente, ilustramos el hecho de que, a diferencia de lo que ocurre con
el concepto de dominancia estricta, el resultado final de la aplicacién iterativa del
concepto débil no es independiente del orden en que se produzca la eliminacién
(recuérdese el ejercicio 2.1). Considérese el juego en forma estratégica representado
por la siguiente tabla de pagos.
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a b
1,0 0,1

B 0,0 0,2

Tabla 4.2

Si en el juego anterior eliminamos primero la estrategia débilmente dominada
del jugador 2 (la a), las dos estrategias del jugador 1 son indiferentes para él. Sin
embargo, si eliminamos primero la estrategia débilmente dominada del jugador 1 (la
B) y después la del jugador 2 (la a ), obtenemos el perfil (4, b). Por tanto, en contraste
con el orden de eliminacién anterior, el perfil (B, b) no sobrevive el proceso.

Otra caracteristica interesante del proceso iterativo de eliminacién de estrategias
débilmente dominadas serd ilustrada mediante el juego en forma extensiva descrito
en la figura 4.7. Como se recordard, este juego incorporaba la posibilidad de “quemar
dinero” por parte del chico, que precedia una estdndar “batalla de los sexos”. Su
forma estratégica se puede representar como sigue:'!

Chica
cc CF FC FF
QC 2,2 2,2 0,1 0,1
QF -1,0 -1,0 1,3 1,3
Chico
NC 3,2 11 3,2 1.1
NF 0,0 2,3 0,0 2,3
Tabla 4.3

donde, por ejemplo, QC denota la estrategia del chico: “quemar dinero primero, jugar
C después”, o CF representa la estrategia de la chica: “tras Q jugar C, tras N jugar F”.
En la subseccién 3 propusimos un interesante argumento iterativo que, explotando la
carga de sefalizacién implicita en las diferentes posibles acciones (especificamente, en
las de quemar o no quemar dinero), descartaba cualquier perfil de estrategias distinto

11 Nétese que implicitamente identificamos las estrategias del chico que determinan diferentes
acciones en conjuntos de informacién que, dependiendo de cual sea su primera accién elegida (Q o
N), no se pueden llegar a alcanzar. Si no realizdramos esta identificacién tendriamos ocho estrategias
del chico: QCC, QCF, QFC, QFF, NCC, NCF, NFC, NFF, donde la segunda letra se refiere a la
accion efectuada despues de Q y la tercera a la efectuada después de N. Esta claro que, por ejemplo,
QCCy QCF,o0 NCF y NFF, inducen la misma senda en el juego (y, por tanto, darian lugar a una
idéntica fila en la tabla de pagos).
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de (NC,CC). La légica subyacente en este proceso de descarte la denominamos de
induccién proyectiva (induccién desde el principio hacia el final del juego). Como
ilustramos a continuacién, una via rigurosa para formalizar este tipo de induccién es
la ofrecida por el proceso iterativo de estrategias débilmente dominadas.

Considérese la tabla 4.3. Como primera iteracién del proceso, observamos que,
para el chico, QF es dominada (débilmente) por NC (es decir, jugando F tras Q el
chico no puede obtener un pago mayor —aunque posiblemente menor— que el que
se garantiza no quemando dinero y jugando C). Una vez eliminada QF, la chica
encuentra dominado el jugar F' tras una accién del chico de Q. Por tanto, en una
segunda iteracién podemos eliminar FC y FF, las cuales son dominadas para la
chica por CC y CF, respectivamente. Una vez realizadas estas eliminaciones, el
chico encuentra débilmente dominado “arriesgarse” a jugar F' después de N, en vez
de asegurarse un pago de 2 jugando Q y después C (es decir, QC domina débilmente
a NF). Tras la eliminacién de NF, la chica no deberia jugar F' después de la accién
N del chico; es decir, CC domina débilmente a CF. Finalmente, dado que después
de todos los descartes anteriores, la chica juega CC, el chico ha de adoptar NC,
que domina (débil y fuertemente) a QC. Con ello obtiene su maximo pago de 3 sin
necesidad de quemar dinero. Como se recordard, esta fue nuestra conclusién en la
subseccién 3.1

Afiadimos un udltimo comentario en relacién con el proceso iterativo de elimi-
nacién de estrategias débilmente dominadas que sirve de complemento a nuestra
anterior discusién de la légica de induccién retroactiva (subseccién 4.2.1). Es fécil
demostrar (véase el ejercicio 4.12) que si un juego es de informacién perfecta (esto es,
todos sus subjuegos son propios), el proceso iterativo de eliminacién de estrategias
débilmente dominadas refleja el desarrollo de un proceso de induccién retroactiva. En
particular, este proceso da lugar a un resultado alcanzado en algiin equilibrio per-
fecto en subjuegos (definicién 4.1)." A la luz de este comentario, resulta interesante
constatar cémo el proceso iterativo descrito conlleva inducciones de naturaleza tan
distinta (retroactiva o proyectiva) en contextos diferentes.

Prosiguiendo con nuestra discusién de los refinamientos en forma estratégica,
abordamos ahora un concepto con el que estamos ya familiarizados en la forma exten-
siva: el equilibrio perfecto. Como veremos, en su version aplicable a la representacién
estratégica de un juego, no sélo tiene confirmada su existencia sino que resulta ser

12 Ben-Porath y Dekel (1988) han establecido un resultado general de este tipo para juegos con
varios equilibrios en estrategias puras que dominan cualquier otro equilibrio en estrategias mixtas.
Informalmente, estos autores prueban que, si uno cualquiera (y sélo uno) de los jugadores puede
quemar suficiente dinero, el tnico equilibrio que sobrevive al proceso iterativo de eliminacién de
estrategias débilmente dominadas es aquél que prefiere este jugador, sin necesidad de que llegue a
materializarse la posibilidad de quemar dinero.

13 Es importante notar que esta conclusién no es cierta si el criterio de dominancia considerado es
el més fuerte, introducido en la definicion 2.1.
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a su vez un “refinamiento” del concepto introducido en la definicién 4.10; esto es,
garantiza la no utilizacién de estrategias débilmente dominadas. Se define dela forma
gignientss . T HTARURGEES

Definicion 4.11 (Selten, 1975) Un perfil estratégico o* € ¥ es un equilibrio perfecto de
G si existe una sucesion {oy },._, , _ tal que:

(1) Vk=1,2,.., 0k es completamente mixta; esto es, Vi € N, Vs; € S;, 05 1 (s;) > 0.

(i) I{ek}poy ek | O, tal queVk =1,2,..,Vi € N, Vs;,s; € S;

i (85, 0-ik) < mi (85, 0_ik) = ok (85) < ex;
) fon) —o*.

Las definiciones de equilibrio perfecto para las formas extensiva y estratégica
del juego son de naturaleza andloga. En cada uno de los dos casos, sin embargo, la
posibilidad de error que a nivel intuitivo los motiva se asocia a un diferente espacio
de decisiones. Asi, para el concepto que se refiere a la forma extensiva (definicién
4.5), los errores se conciben como posibilidades independientes en cada conjunto
de informacién; esto es, en cada uno de los distintos momentos en que los agentes
efectiian una accion. Por el contrario, para el concepto definido respecto a la forma
estratégica del juego que ahora nos ocupa, los errores se vinculan a la decisién (irre-
versible) de adoptar uno de los posibles “planes de accién” (es decir, estrategias) que
se aplicard a lo largo de todo el juego.

Tal como hemos avanzado, todo equilibrio perfecto en forma estratégica tiene
garantizada tanto su existencia como la utilizacién exclusiva de estrategias que no
estén (débilmente) dominadas. Este es el contenido de los dos resultados siguientes:

Teorema 4.3 Todo juego finito en forma estratégica G tiene un equilibrio perfecto.

Demostracién. Dado un juego finito arbitrario, G = {N,{S;}..,,{mi},} la de-
mostracién es idéntica a la del teorema 4.1. aplicada al juego T (G) en donde cada
jugador i € N elige simultineamente su estrategia s; € S; en su (tinico) conjunto de
informacién respectivo. ®

Teorema 4.4 Sea o* € ¥ un equilibrio perfecto de un juego finito en forma estratégica
G. Paracadai = 1,2,..n, s; € S;, 0;(s;) > 0 sdlo si s; es una estrategia no dominada
débilmente.

Demostracion. Sea ¢* un equilibrio perfecto de un juego G en forma estratégica.
Supongamos, por contradiccién, que para algin individuo i € N, o7 (s;) > 0 para
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una estrategia s; que es dominada débilmente. Por la definicion 4.9, existe alguna
estrategia 6; € ¥; tal que, sio_; € ¥_; es completamente mixta,

U (5’1',0'_,') > (Si, a’_,;) 5
Lo que implica que existe una estrategia pura 5; € S; tal que:
73 (8z,0-4) > mi(84,0-4) - [4.8]

Considérese ahora una sucesién {oy } 1o, de perfiles estratégicos que satisfacen (i),
(i), y (iii) de la definicién 4.11. Dada la sucesién {e } ,-,, [4.8] implicaque, Vk = 1,2, ...,
se ha de cumplir que:
oik (s3) < eg.

Como ¢, | 0, (iii) implica que o} (s;) = 0, lo cual incurre en una contradiccién. ®

Observaciéon 4.1 Se puede probar (véase van Damme (1987, teorema 3.2.2)) que,
de hecho, en juegos bilaterales (esto es, con s6lo dos jugadores) los conceptos de
“perfeccién en forma estratégica” y “equilibrio de Nash en estrategias no dominadas”
son equivalentes. Ello no se generaliza a juegos con més de dos jugadores.

Como hemos explicado, las definiciones 4.5 y 4.11 reflejan un similar requisito de
“perfeccién” en el comportamiento de los agentes, pero aplicado en cada caso a una
representacién distinta del juego no cooperativo en cuestién. Desde esta perspectiva,
es natural plantearse la relacion existente entre los conjuntos de equilibrio inducidos
por cada uno de estos dos enfoques al problema. Aunque a primera vista pudiera
parecer sorprendente, ninguno de los dos conceptos resultantes demuestra ser mds
general ni restrictivo que el otro. En otras palabras, es posible encontrar juegos donde
un equilibrio perfecto en su forma extensiva no se corresponde con uno que lo sea
en su forma estratégica y viceversa (es decir, juegos donde un equilibrio perfecto en
su forma estratégica no induce uno en su forma extensiva).

Como ejemplo de la primera posibilidad, considérese el juego (extraido de Van
Damme, 1987) que en sus dos posibles representaciones aparece enla figura 4.9 (forma
extensiva) y tabla 4.4 (forma estratégica).

Se comprueba inmediatamente que tanto el perfil de estrategias de compor-
tamiento ((4, C), X)) como el ((B, C), X)) son equilibrios perfectos deT';. Sin embargo,
s6lo el perfil estratégico (AC, X) define un equilibrio perfecto en la forma estratégica
G(T'y). Formalizado a través de las estrategias de comportamiento inducidas, este
equilibrio en forma estratégica corresponde al primero de los equilibrios menciona-
dos en forma extensiva, ((4, C), X)).
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1,1

0,0)

1,1

0,0

Figura 4.9. Forma extensiva I'y.

X Y
AC 1,1 1,1

AD 0,0 0,0

BC 1,1 0,0

BD 1L, 1 0,0

Tabla 4.4. Forma estratégica G(I'y).

Como ejemplo de la segunda posibilidad (esto es, que un equilibrio perfecto en
la forma estratégica no lo sea en la extensiva) considérese el juego (también extraido
de Van Damme, 1987) que en sus dos posibles representaciones aparece en la figu-
ra 4.10 (forma extensiva) y tabla 4.5 (forma estratégica).

Primeramente, se puede comprobar que sélo el perfil de comportamiento
((B, 0), X)) es un equilibrio perfecto en la forma extensiva I',. Los otros equilibrios de
Nash, ((4, C),Y) y ((4, D), Y), no son perfectos: en el primer caso, ya que se prescribe
la accién Y por parte de 2 que no es una accién 6ptima si se llega al conjunto de
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4,1

(1,0

(0,0)

©,1)

Figura 4.10. Forma extensiva I'.

X Y
AC 2,2 2,2

AD 2,2 2,2

BC 4,1 1,0

BD 0,0 0,1

Tabla 4.5. Forma estratégica G(I';).

informacién correspondiente; en el segundo caso, porque la accién D es igualmente
sub6ptima por parte de 1, sea cual sea la reaccién del jugador 2.

Por otra parte, los perfiles estratégicos ((4, ), Y) y (4, D), Y) son ambos equilib-
rios perfectos en la forma estratégica G (I';). Ello es debido a que la accién Y puede
concebirse como una respuesta 6ptima por parte de 2 a toda estrategia completa-
mente mixta de 1 que otorgue a este jugador una mayor probabilidad de “error”
hacia la estrategia BD que BC. Por tanto, resulta posible construir una sucesién de
estrategias con estas caracteristicas que induzcan la accién Y de 2 y, en anticipacién,
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una decision de A por parte de 1. En contraste con ello, nétese que, partiendo de una
estrategia de comportamiento en la forma extensiva que 6ptimamente prescriba A
en el primer conjunto de informacién, la concatenacion de errores hacia B y después
C siempre ha de ser menor que un tinico error inicial hacia B, después seguido de la
accién (uniformemente) 6ptima D.

Esencialmente, las diferentes implicaciones que el requisito de perfeccién induce
sobre cada una de las formas de representacién de un juego refleja una diferente
concepcién sobre cémo se originan los posibles errores de los jugadores. En el caso
del equilibrio perfecto en forma extensiva, se supone implicitamente que cada vez
que el jugador tiene que elegir una accién puede “equivocarse”; por el contrario, en
el contexto alternativo dado por la forma estratégica, se supone que las estrategias
se eligen irreversiblemente al principio del juego y, por tanto, el posible error ocurre
al fijar el plan de accién que sera utilizado a lo largo del juego.

Existe en la literatura una gran variedad de refinamientos del equilibrio de Nash,
cuyas relaciones y diferencias son a veces bastante complicadas de discernir. Ante
esta proliferacién, es licito preguntarse lo discriminante (“refinante”) que es cada
uno de los conceptos propuestos. A esta pregunta (particularizada en el concepto de
equilibrio perfecto) responde el siguiente teorema de una forma bastante drastica.

Teorema 4.5 Genéricamente,'* todos los equilibrios de Nash de un juego finito en forma
estratégica G son perfectos.

A primera vista, el resultado anterior parece bastante sorprendente. Esta sor-
presa se refuerza por el hecho de que, tal como es posible probar, su conclusién se
puede extender a casi cualquiera de los refinamientos propuestos en la literatura:
propio, esencial, persistente, regular, etc.”® En cierto sentido, todo ello pareceria in-
dicar que, excepto en casos no genéricos poco ganamos requiriendo que nuestra
prediccién sea algo mds exigente que equilibrio de Nash. ;Por qué considerar pues
una variedad tan amplia de refinamientos?

En buena medida, la contestacién a la pregunta anterior se deriva de un “matiz”
fundamental que, sin embargo, puede haber pasado desapercibido: todos los juegos
con estructura secuencial genuina (es decir, juegos en donde no todos los jugadores
toman sus decisiones simultineamente) presentan “caracteristicas no genéricas” en la
forma estratégica inducida. En concreto, la forma estratégica de tales juegos secuen-
ciales ha de incluir multiples igualdades de pagos (“empates”) entre aquellos perfiles
de estrategias cuya prescripcion es idéntica sobre la senda de equilibrio (véanse, por

14 En este caso, en contraste con la nota 10, la genericidad de un juego en forma estratégica se define
sobre el espacio de pagos R"1*"2%-X™n asociado a cada posible perfil de estrategias puras.

15 Esto no es asi en el caso del equilibrio de Nash estricto, ya que, tal como hemos explicado, este
concepto es tan fuerte que no existe en muchos casos.
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ejemplo, las tablas 4.3, 4.4 o0 4.5, y sus juegos en forma extensiva asociados). O
dicho en otras palabras, aunque un juego secuencial presente pagos en los nodos
finales que respondan a “condiciones genéricas”, la forma estratégica inducida es
necesariamente 70 genérica en el espacio correspondiente, esto es, en el conjunto de
posibles vectores de pagos asociados a formas estratégicas de la misma dimension.
Y es precisamente por esta falta de “genericididad” (en el sentido matematico del
término) que los criterios de refinamiento considerados pueden tener (en principio,
y sin contradiccién con el teorema 4.5) un papel discriminador efectivo respecto a los
equilibrios de Nash.

A pesar de lo antedicho, existi6 durante mucho tiempo el convencimiento de
que, debido a la pérdida de informacién “dindmica” irremisiblemente asociada a la
representacion estratégica de un juego, ésta era incapaz de servir como marco apro-
piado para evaluar la credibilidad (o racionalidad secuencial) del comportamiento
de los agentes. En los primeros afios ochenta, sin embargo, empez6 a ganar fuerza
un escuela metodélogica cuyas concepciones pueden resumirse como sigue:'®

Todo problema de decision (tanto si es unipersonal como no) puede ser repre-

sentado y analizado de forma adecuada a través de su forma estratégica; esto
es, a través de una completa descripcion ex-ante de todas las posibles de-
cisiones contingentes de los individuos. La consiguiente forma estratégica
es (debe ser) suficiente para introducir todos los “refinamientos” de las de-
cisiones que pudieran juzgarse relevantes; en particular, debe ser suficiente
para valorar la racionalidad secuencial del comportamiento inducido.

La validez o no de esta postura metodélogica ha suscitado una enconada polémi-
ca entre los investigadores, que todavia hoy en dia debaten intensamente sobre el
tema. No intentaremos aqui resumir siquiera las lineas generales del debate. Sélo
mencionaremos a este respecto que el inicio con fuerza de la linea metodélogica
esbozada surgié con el descubrimiento de que un cierto refinamiento en forma es-
tratégica, el equilibrio propio, captura en un cierto sentido la idea de racionalidad se-
cuencial. De forma andloga a como el concepto fue propuesto para juegos en forma
extensiva, su definicién para juegos en forme estratégica es como sigue:

Definicion 4.12 (Myerson, 1978) Un perfil estratégico o* € X es un equilibrio propio de
G si existe una sucesion de perfiles estratégicos {oy } ro, tales que:
(i) Vk=1,2,..., 01 es completamente mixta;

16 El exponente quizds mds emblematico de este literatura estd representado por el trabajo de
Kohlberg y Mertens (1986). Estos autores plantean el problema de forma axiomadtica, formulando
una serie de requisitos exigibles a un concepto de equilibrio. Su andlisis, sin embargo, se centra en el
denominado equilibrio estable, que sélo satisface parcialmente los criterios propuestos.
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(i) I{ex}roq ek 1 O, tal queVk =1,2,...,Vi € N, Vs;, s; € S;,
i (8i,0—ik) < mi (8),0_i) = 0uk (83) < exoi (s1) ;
(iii) {or}2, — o*.

Ensu origen, el concepto de equilibrio propio fue propuesto para juegos en forma
estratégica con el objeto de remediar lo que parecia una propiedad poco atractiva del
concepto de equilibrio perfecto: la posibilidad de que el conjunto de equilibrios se
viera afectado porla adicién al juego de estrategias dominadas (véase el ejercicio 4.14).
Irénicamente, sin embargo, se puede mostrar que el concepto de equilibrio propio
estd sujeto a idéntico problema (véase el ejercicio 4.15). Sin entrar a discutir este
extremo en ningun detalle, nuestro objetivo se reduce a utilizar este concepto como
ilustracién especifica de la idea general esbozada mas arriba: los refinamientos en
forma estratégica pueden ser una via apropiada para introducir en el andlisis criterios
de “racionalidad secuencial”. A tal efecto, probamos ahora el siguiente resultado:

Teorema 4.6 Todo equilibrio propio de un juego finito en forma estratégica G induce un
equilibrio secuencial en cualquier juego en forma extensiva I tal que G = G () .

Demostracion. Sea {ox}52, una sucesién que satisface (i)-(iii) de la definicién 4.12 y,
por tanto, o* = limy_, o, o} es un equilibrio propio de G (T') . Denétense por v* y ~y los
perfiles de estrategias de comportamiento inducidos respectivamente por ¢* y cada
ok. Correspondientemente, sean p y 1 las percepciones consistentes asociadas, con
pr — p*. (Nbtese que cada v, es completamente mixta, k = 1,2,...) Se ha de probar
que Vi € N, Vh € H;, 77 (h) es una respuesta 6ptima para el jugador %, dadas v*;
y ut.

Supéngase lo contrario, y sea ip un jugador cuya estrategia v;; prescribe una
respuesta subéptima para alguno de sus conjuntos de informacién. Denétese por
eldltimo conjunto de informacién con tales caracteristicas, segtin el orden establecido
en el juego. En ese &, por tanto, ha de existir alguna acci6n a tal que ~;; (@) > 0y, dado
('yiio, p*), su pago esperado sea dominado para iy por alguna otra posible accién
b. Para ¢, suficientemente pequefio, b ha dominar igualmente la accién a, dado el
correspondiente perfil o_;, 1 asociado a los oponentes de i;. Por consiguiente, como
consecuencia de la parte (ii) de la definici6n 4.12, la probabilidad oy k. (s;,) asignada
a cualquier estrategia s;, que prescriba la accién a en & ha de ser no mayor que
ek 0ig,k(s},) para otra estrategia s; que difiera de ella sélo en el aspecto de jugar b en
h. Agregando sobre todas las estrategias s;, que prescriben a en £, el peso que v;, x
asocia a esta accién no puede exceder g - £, donde g es el niimero de estrategias puras
de ip en G (T'). En el limite, conforme ¢;, | 0, esta probabilidad tiende a cero, lo que
incurre en una contradiccién. ®
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Ejercicios
Ejercicio 4.1 Demuéstrese que un equilibrio de Nash en el que algtin jugador da peso

positivo a mds de una estrategia pura no puede ser estricto.

Ejercicio 4.2 Pruébese que el perfil de estrategias puras (B, b, Y) define el inico equi-
librio secuencial del juego representado en la figura 4.8.

Ejercicio 4.3 Restringiendo el andlisis a perfiles de estrategias puras, determinense los
equilibrios (i) de Nash, (ii) perfectos en subjuegos, (iii) secuenciales y (iv) perfectos,
en el juego en forma extensiva representado en la figura 4.11.

3,2

G 1

©,2)

0,0

(CAY)
Figura 4.11

Ejercicio 4.4 Determinense los siguientes equilibrios en estrategias puras: (i) de Nash,
(ii) perfectos en subjuegos, (iii) secuenciales, (iv) perfectos, en el juego en forma
extensiva representado en la figura 4.12.
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(1,1

(-1,-1)

(1,0

o1
1,1

(1,2)

Figura 4.12

Ejercicio 4.5 Considérese el siguiente contexto propuesto por Rosenthal (1981), y
habitualmente conocido como el “juego del ciempiés”. Dos socios, 1 y 2, empiezan un
cierto “proceso de acumulacién” conjunta con 1 millén de pesetas. Toman decisiones
alternadamente (primero el 1, luego el 2, luego el 1, etc.) durante un méximo de 100
periodos. En cada punto del proceso, el jugador que mueve en ese momento tiene
que decir si invierte (I) o no invierte (N). Si elige I, tiene que pagar 1 millén de pesetas,
pero ello revierte en una ganancia de 2 millones de pesetas para el otro jugador (es
decir, si el individuo en cuestion invierte, su riqueza disminuye en 1 millén pero la de
su socio aumenta en 2 millones). Por el contrario, si elige N (no invertir), el proceso
de acumulacién se acaba irreversiblemente y cada individuo obtiene como pago lo
acumulado hasta entonces.

(i) Represéntese el juego (de forma séloilustrativa) en forma extensiva y estratégica.

(ii) Determinense los equilibrios de Nash, perfectos en subjuegos y secuenciales del
juego.

Ejercicio 4.6 Determinense, tanto en estrategias puras como mixtas, los equilibrios (i)

de Nash, (ii) perfectos en subjuegos y (iii) secuenciales, en el juego de forma extensiva

representado en la figura 4.13.
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2,0)

4,1

4,0)

(1,0)

-1,1

Figura 4.13

Ejercicio 4.7 Considérese el juego en forma extensiva representado en la figura 4.14.

(a) Especifiquense los espacios de estrategias (puras) de cada jugador.

(b) Calctilense los equilibrios en estrategias puras siguientes: (i) de Nash, (ii) perfectos
en subjuegos, (iii) secuenciales y (iv) perfectos.

(c) Formilese la forma extensiva de un juego simultdneo con la misma forma es-
tratégica que el juego anterior.

(d) En el juego formulado en el apartado (c), determinense los equilibrios en es-
trategias puras (i) de Nash, (ii) perfectos en subjuegos, (iii) secuenciales y (iv)
perfectos. Compdrense con los encontrados en el apartado (b).

Ejercicio 4.8 Determinense los equilibrios en estrategias puras (i) de Nash, (ii) per-
fectos en subjuegos, (iii) secuenciales y (iv) perfectos, del juego en forma extensiva
representado en la figura 4.15.

Ejercicio 4.9 Demuéstrese que las definiciones 4.5 y 4.6 son equivalentes.
Ejercicio 4.10 Demuéstrese la afirmacion [4.7] contenida en la prueba del teorema 4.1.

Ejercicio 4.11 Calctlense los equilibrios perfectos del juego descrito en la parte (iii)
del ejercicio 2.4 (capitulo 2). Contrastese con las conclusiones obtenidas entonces.
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2,-1

(-10,-2)
1 A
-1,-2)
B

(1,1

0,-1)
Figura 4.14
(1,0,1)
a
«
(3,2,2) (0,0,0) 0, 4,0) 4,1,1

Figura 4.15

Ejercicio 4.12 Sea I un juego en forma extensiva con informacién perfecta. Pruébese
que el proceso de eliminacién de estrategias débilmente dominadas sobre G (I') da
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lugar a un resultado consistente con la l6gica de induccién retroactivaa I'.

Ejercicio 4.13 Determinense los equilibrios de Nash, perfectos y propios de los si-
guientes juegos en forma estratégica:

()
2
a b
A 2.2 1,0
1.
B 2,2 2.2
(ii)
2
a b ¢
A 2,2 1,0 0, -1
1 B 0,1 1,1 1, -1
C —1,0 -1,1 -1, —1

Ejercicio 4.14 Encuéntrense los equilibrios de Nash, perfectos y propios de los si-
guientes juegos en forma estratégica. Contrastense las conclusiones en cada caso:

@)

A 1,1 10,0

B 0,10 10, 10

(i)
2
a b c
A (P | 10,0 -1,-2
1 B 0,10 10, 10 0, -2
C —-2,—1 —-2,0 -2,-2

Ejercicio 4.15 Considérense los dos siguientes juegos trilaterales (el primer jugador
elige filas, el segundo columnas y el tercero tablas de pagos —en el juego (i), esto
altimo trivialmente):
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(@)

2
a b
: A 1,1,1 0,0,1
B 0,0,1 0,01
3 M
(ii)
2 2
a b a b
1 A 1,1,1 0,0,1 i A 0,0,0 0,0,0
B 0,0,1 0,0,1 B 0,0,0 1,0,0
3 M N

Calculense los equilibrios perfectos y propios, contrastando el resultado con el
del ejercicio 4.14.

Ejercicio 4.16 Considérese un gobierno y un agente inmersos en el siguiente contexto
estratégico. El gobierno quisiera influir sobre el comportamiento del agente, el cual
ha de escoger entre una de dos posibles accionesa € A = {0, 1}. Paraello, antes de que
el agente elija su accién, el gobierno anuncia una regla de transferencias ¢t : A — R,
que el agente conoce en el momento de tomar su decisién y que serd automiticamente
implementada una vez que la haya tomado. Por simplicidad, suponemos que la
transferencias inducidas (es decir los valores de t(a)) sélo pueden tomar dos valores:
un valor nulo o un cierto valor fijo, que normalizamos a la unidad.

Supdngase que el objetivo del gobierno es maximizar Uy(a,t) = 2a — ¢. Por su
parte, el objetivo del agente es maximizar U,(a,t) = t — c(a), donde c(a) es el coste
monetario de su accién. A este tltimo respecto, postulamos que ¢(0) = 0y «(1) = %

(@) Represéntese el juego en forma extensiva cuando la regla de transferencia del
gobierno no puede depender de la accién del agente.

(b) Represéntese el juego en forma extensiva cuando el gobierno puede elegir una
regla de transferencia que sf dependa de la decisién del agente.

(c) Defina en cada caso el espacio de estrategias de cada jugador y represente el
juego en forma estratégica.

(d) Encuentre para cada caso (1 y 2) los equilibrios de Nash y perfectos en subjuegos.
Disctitanse sus respectivas caracteristicas.

Ejercicio 4.17 Considérese la siguiente situacién. Dos jugadores, 1 y 2, han de
repartirse una cesta en la que se incluyen dos bienes perfectamente divisibles, a y b.
La cesta tiene 4 unidades de cada bien. En este contexto, una asignacién = es un par
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de vectores [(z%, z})];i1., € RZ x R? que especifica las cantidades asignadas a cada
individuo ¢ = 1, 2 de cada uno de los bienes. Naturalmente, la factibilidad exige que

zh +z5 <4

para cada bien h = a, b.
El individuo 1 tiene preferencias dadas por la funcién de utilidad

1,1 1 1.1
U, %) =&y -3y

y el individuo 2
U*(22,23) = min {22, z}}.

El mecanismo de asignaciéon que se considera es el siguiente:

e En una primera etapa, el jugador 1 propone un par de vectores {y = (ya,ys) €
R2, z = (24, 2) € R%} tales que

Yh +2zp =4 (h = a,b).

Los dos vectores se interpretan como sendas “subcestas” complementarias (y
alternativas) en que se dividen los totales disponibles de cada bien.

e Enuna segunda etapa, el jugador 2 determina cudl de estas subcestas elige, y 0 z,
como su propia asignacién. La subcesta no elegida por 2 determina la asignacién
del jugador 1.

(a) Formulese el mecanismo de asignacién propuesto como un juego en dos etapas,
definiendo con precision los espacios de estrategias de cada jugador.

(b) Calctlese un equilibrio perfecto en subjuegos.

(c) ;Existe algun otro equilibrio de Nash con pagos distintos de los calculados en el
punto anterior? Disctitase.

(d) Reconsidérense las tres preguntas anteriores para un mecanismo modificado en
el que el jugador 2 tiene la posibilidad adicional de destruir por completo la cesta
y todo su contenido.

(e) Reconsidérense las cuatro preguntas anteriores para el caso en que la cesta que
debe repartirse sigue teniendo 4 unidades del bien a, pero 5 unidades del bien b.



5. APLICACIONES II

5.1 Modelo del oligopolio de Stackelberg

Casi un siglo habia pasado desde que Cournot (1838) publicara su trabajo precursor
cuando Von Stackelberg (1934) propuso un modelo de competencia oligopolistica que,
a diferencia del de Cournot o Bertrand (secciones 3.1 y 3.2), incorpora una asimetria
entre los diferentes competidores. Asi, se supone que uno de ellos, denominado “el
lider”, tiene capacidad de decidir su produccién primero (o, alternativamente, de
comprometerse de forma creible a cualquier nivel de produccién antes de que las
demds empresas tomen su decisién). Formalmente, una manera natural de modelar
este hecho es a través de un juego en dos etapas en el que:

(a) en una primera etapa, el lider determina su produccion;
en una segunda etapa, son las demds empresas (las “seguidoras”) las que deter-
(b) da et las dem sas (las “ doras”) 1 det
minan (simultdneamente) sus producciones.

Consideremos, por simplicidad, el caso de un duopolio con una funcién de
demanda lineal y costes marginales constantes e idénticos, tal como fue descrito en
las expresiones [3.8] y [3.9] en el capitulo 3. Esto es:

Cilg)=cqg, ¢>0,i=1,2; [5.1]

P(@Q)=max{M —dQ,0}, M,d>0, [5.2]

donde cada ¢; representa la produccién de la empresa 7, siendo Q la suma de ambas.
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Supéngase que la empresa 1 es la “lider” y la empresa 2 la “seguidora”. En-
tonces, el espacio de estrategias de la empresa 1 es

S1 = R+:

y el de la empresa 2
Sz = {82 : R+ =% R+, m= SZ(QI)}'

La representacion en forma extensiva del juego se ilustra en la figura 5.1.

(m (q.q,), 7,(q,q,))

Figura 5.1. Competencia oligopolistica a la Stackelberg.

Como se explica en el capitulo anterior, la forma natural de analizar un juego
multietdpico como el aqui considerado consiste en centrarse en sus equilibrios perfectos
en subjuegos. Para calcularlos en este caso, se han de determinar primero las reacciones
6ptimas de la empresa 2 a cada posible decisién inicial de la empresa 1. O, de forma
algo mads precisa, es necesario determinar las producciones de equilibrio de la empre-
sa 2 en cada uno de los subjuegos inducidos por los distintos niveles de produccién
(esto es, estrategias) que la empresa 1 pudiera llegar a elegir. Tal esquema contingente
de acciones 6ptimas define la estrategia 5, (-) que puede ser “creible” como conjunto
de reacciones de la empresa seguidora. Sobre la base de esta estrategia de la empresa
2,1la empresa 1 ha de calcular entonces su decisién inicial éptima 3.

Para calcular 3, (-), simplemente resolvemos el siguiente problema de opti-
mizacién, para cada posible valor dado de ¢; :

max {max [M — d(q +¢),0l g2 — cqp},
Q@2 ER+

cuyas condiciones de primer orden para una solucién interior son:

AI‘dqlA2d62*C=O,
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que induce una estrategia dada por:

M —c—d
gz (ql) = max{—Zdﬂ.

0} [5.3]
que, obviamente, no es mds que la funcién de reaccion de la empresa 2, 7(-), definida
en [3.11] para el tradicional contexto cournotiano. Dada esta estrategia de la empre-
sa 2, la decision 6ptima de la empresa 1 en la primera etapa de juego es aquélla que
soluciona el siguiente problema de optimizacién:

M—c—d
max { max |M —d (| ¢ + max #,0 Ol g1 —cqp,
QG ER: 2d

cuyas condiciones de primer orden para un punto interior son:

M —c
Q= g 5.4
Q1 ) [5.4]

Si el “tamario del mercado” es suficientemente grande en relacién con los costes de
produccién (en concreto, si M > ¢), la solucién para la empresa 1 es interior, con lo
que el tinico equilibrio perfecto en subjuegos viene dado por un par (31, 3,(-)) tal que
51 =@ y 5(-) se define en [5.3].

Introduciendo g, en [5.3], la produccién de la empresa 2 en el equilibrio es:

iy _]\I—c

@ = a4 [5.5]

Comparando [5.4] y [5.5] con el equilibrio (simétrico) derivado para el modelo de
Cournotdelaseccién 3.1, observamos que, tal como resulta intuivo, el modelo de Stac-
kelberg induce una produccién mayor que el equilibrio de Cournot para la empresa
lider(3; > ¢7) pero menor paralaseguidora (¢, < ¢;). Dehecho, es posible comprobar
que los beneficios de cada una de las empresas también guardan la misma relacién en
comparacién con los obtenidos en el modelo de Cournot. Todo ello puede ilustrarse
graficamente en términos de las funciones de reaccién de las empresas, tal como
aparece en la figura 5.2 (comparese con la figura 3.1).

5.2 Modelo de negociaciéon de Stahl-Rubinstein

Considérese un proceso de negociacién entre dos individuos, 1y 2, que han de decidir
cémo repartir un cierto excedente. Este excedente puede consistir en un premio mo-
netario que han recibido conjuntamente, la diferencia entre el valor que comprador
(digamos, el individuo 1) y vendedor (individuo 2) dan a un cierto objeto, o la con-
tribucién relativa de cada uno de ellos a la produccién de un cierto bien ptblico. Por
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9, 1,

Figura 5.2. Equilibrios de Cournot y Stackelberg.

simplicidad, el tamafio del excedente que hay que distribuir, que se supone conocido
por ambos, se normaliza a la unidad.

El modelo analizado es como sigue. El tiempo se formula de forma discreta,
con los periodos indexados por ¢t € {1,2, ..., T}. Inicialmente, supondremos que T es
finito, esto es, el proceso de negociacién acaba necesariamente en un tiempo finito.

En los periodos impares, ¢t = 1,3,5..., el jugador 1 propone un reparto del exce-
dente de la forma (z (¢),1 — z (#)), cuya primera componente se interpreta como la
parte del excedente correspondiente al jugador 1. En los periodos pares, es el turno
del jugador 2 para hacer propuestas con el mismo formato.

En cada periodo t, después de que el correspondiente jugador i (1 o 2, depen-
diendo desi t es impar o par) haya hecho su propuesta (z (¢) , 1 — z (¢)), el otro jugador
j# i puede aceptarla o rechazarla. En funcién de su decision, tenemos:

e Si acepta la propuesta, el correspondiente reparto de excedente se lleva a cabo y
los jugadores reciben unos pagos (é‘t*]a; @®,671(1 — =z (t))), en donde la fraccién
que cada uno recibe esta descontada por un cierto factor de descuento § < 1.

e Si, por el contrario, el jugador j rechaza la propuesta, dos son las posibilidades:
— sit < T, el proceso entra en el periodo ¢ + 1; ahora es el turno de j para hacer

una propuesta;
— sit =T, el proceso termina y los jugadores reciben un pago igual a cero.
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El juego en forma extensiva inducido se ilustra en la figura 5.3.

(z(D),1-z (1))

((2) 6,(1-x (2)) &)

Figura 5.3. Proceso de negociacion con ofertas alternadas.

El analisis del juego se llevard a cabo inductivamente en T, el horizonte de
negociacion.

Considérese primero el caso en que 7' = 1. El #inico equilibrio de este juego es
trivial: el jugador 1 propone (1,0) y el jugador 2 acepta cualquier propuesta. Para
ver que esto es asi, nétese primero que cualquier estrategia de 2 que sea 6ptima en
cada subjuego debe aceptar toda propuesta (z,1 — z) con1 — z > 0 (esto es, z < 1).
Esto determina univocamente la estrategia de equilibrio de 2 excepto en el subjuego
resultante tras la propuesta (1, 0). En este subjuego, tanto “aceptar” como “rechazar”
es unareaccién 6ptima de 2: ambas proporcionan el mismo pago de cero. Considérese
primero la posibilidad “rechazar”. Si ésta fuera la reaccion prescrita por la estrategia
de 2, el jugador 1 no tendria una mejor propuesta (esto es, una estrategia 6ptima de
anticipacién), pues, ante tal estrategia por parte de 2, el jugador 1 querria proponer
la cesién de una fraccién “infinitesimalmente positiva” del excedente a su oponente,
una magnitud que no estd bien definida."! Por tanto, no puede existir un equilibrio en
este caso. Por el contrario, si la estrategia del jugador 2 prescribe aceptar la propuesta
(1,0) —asi como todas las demds— la reaccién 6ptima del jugador 1 es precisamente
esa propuesta, lo que nos lleva al tinico equilibrio perfecto en subjuegos mencionado.

Sea ahora T' = 2. En este caso, sabemos por lo anterior que si el proceso llegara
hasta el ultimo periodo (¢ = 2), todo el excedente iria al jugador 2 (el jugador que
propone en ese momento). Por tanto, aun teniendo en cuenta el descuento que
conlleva esta posibilidad, el jugador 2 sélo aceptarad propuestas en el primer periodo
(z(1),1 — z (1)) que satisfagan:

1—z()=6:+1. [5.6]

! Con mayor exactitud, el problema radica en que el conjunto de alternativas relevantes para 1
(esto es, el conjunto de propuestas aceptables para 2) no es compacto.
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En otras palabras, dado que el equilibrio perfecto en subjuegos del juego completo ha
de incorporar el jugar el (tinico) equilibrio perfecto en subjuegos desde el principio
det = 2 en adelante, cualquier estrategia 6ptima del jugador 2 ha derechazarent = 1
cualquier propuesta que no satisfaga [5.6]. De hecho, por un argumento andlogo
al explicado para 7' = 1, la estrategia de equilibrio del jugador ha de aceptar fodas
las propuestas que satisfagan tal desigualadad de forma débil. En vista de ello, la
estrategia de equilibrio del jugador 1 ofrecerd en el primer periodo la propuesta
que le otorga el mayor excedente consistente con [5.6], esto es, (1 — 6, 6). Ante esta
propuesta, el jugador 2 acepta y el acuerdo se obtiene en el primer periodo del proce-
so. Este es el resultado inducido por el (de nuevo, tnico) equilibrio de Nash que es
perfecto en subjuegos para T' = 2.

Sea ahora T' = 3. Procediendo de forma andloga, esté claro que, en un equilibrio
perfecto en subjuegos, el jugador 2 aceptara en el primer periodo cualquier propuesta
del jugador 1 que satisfaga:

1—z(1)>60—-9), [5.7]

pues, rechazando la oferta inicial del jugador 1, el jugador 2 se encontraria como
oferente en un juego con horizonte temporal de dos periodos. Y, a partir de ahi,
disfruta de la misma situacién descrita para el jugador 1 cuando T’ = 2 que, en virtud
de lo explicado, le garantiza un pago igual a 1 — 6. Cuando este pago se descuenta
apropiadamente, da lugar a § (1 — 6), que es la cota inferior que aparece en [5.7]. Por
tanto, si el jugador 2 acepta en el equilibrio cualquier propuesta que satisfaga esa
cota, la propuesta de equilibrio por parte del jugador 1 en ¢ = 1 ha de especificar para
si la mayor z(1) consistente con ella. Esto es, propondra (1 — 6§ (1 —6),6(1 — 6)) enel
primer periodo y el jugador 2 aceptara. Este es el tinico resultado consistente con un
equilibrio de Nash que sea perfecto en subjuegos para T’ = 3.

Iterando el argumento para cualquier 7 finito, concluimos que el resultado in-
ducido por el tinico equilibrio perfecto en subjuegos del proceso ha de ser un acuerdo
inmediato en ¢t = 1 sobre la propuesta

(1 B PP AP e B P D 5T’1) .

O, equivalentemente,

[5.8]

1—- (DT 6T 6 — (1T T
1+6 ’ 1+6 '

Este resultado se sostiene por estrategias que, tal como se exige de un equilibrio
perfecto en subjuegos, definen un equilibrio de Nash en cada posible subjuego. Sobre
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la base del argumento iterativo desarrollado mas arriba, estas estrategias se pueden
definir de la siguiente forma para cada jugador: = 1,2:
Encadat=1,2,..,T,

(a) si el jugador i es el que propone en ¢, demanda para €l la siguiente parte del

excedente:
1— (=Tt gT—tn

1+6
y ofrece la cantidad complementaria para j # .

(b) sieljugador i es el que responde en ¢, acepta de j # i cualquier propuesta que le
otorgue una parte del excedente no menor que:

§5— (_1)T—t+2 §T—t+1
1+6

y rechaza el resto.

Estas estrategias conducen a un inmediato acuerdo sobre [5.8], induciendo por
tanto una “historia” extremadamente corta para el proceso. A pesar de ello, estas
estrategias han de especificar un comportamiento de equilibrio en caso de que, por
alguna razon, el proceso superara el primer periodo, o el segundo, o el tercero, etc.
De hecho, es precisamente la anticipacion de lo que ocurriria en estos casos lo que
induce a los agentes a obtener ese acuerdo inmediato. A este respecto, es importante
enfatizar que la nitida conclusién obtenida sélo es cierta si nos centramos en equili-
brios perfectos en subjuegos, pues, si consideramos equilibrios de Nash arbitrarios,
se puede comprobar (véase el ejercicio 5.5) que cualquier acuerdo, por asimétrico o
tardio que éste sea, define un equilibrio de Nash del juego de negociacion descrito.
A modo de ilustracién considérese (para 7" par) el siguiente par de estrategias:

(i) Encadat=1,3,5,..T -1,

— el jugador 1 propone (1, 0);

— el jugador 2 rechaza toda propuesta (z,1 — z) si z# 0.
(ii) Encadat=2,4,6,..,T,

— Eljugador 2 propone (0, 1);

- Eljugador 1 acepta toda propuesta (z,1 — z).

Las estrategias anteriores definen un equilibrio de Nash. Por un lado, el juga-
dor 1 no puede mejorar a través de una desviacién unilateral, ya que, dada la estrate-
gia del jugador 2, lo mds que el jugador 1 puede conseguir es un pago de cero (bien
una fraccién nula del excedente o bien desacuerdo final). Por otro lado, ya que el
jugador 1 nunca ofrece al 2 una fraccién positiva del excedente pero acepta cualquiera
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de las propuestas de este tltimo, esta claro que lo mejor que puede hacer el jugador
2 es ofrecer (0, 1) siempre que tenga oportunidad (en particular, en ¢t = 2, que es el
primer periodo en que él propone). Esto es precisamente lo que (ii) refleja.

Las estrategias especificadas en (i)-(ii) inducen un resultado muy distinto al
inmediato acuerdo sobre [5.8]. En concreto, producen una situacién en la que el
jugador 2 obtiene todo el excedente con un periodo de retraso. Ello sélo es posible
porque tales estrategias definen un equilibrio que no es perfecto en subjuegos. Por
ejemplo, en contraste con lo (hipotéticamente) prescrito por la estrategia de 2, nunca
puede ser 6ptimo para este jugador rechazar una propuesta (z,1 — z) por parte del
jugador 1 donde 1 — z > §, pues, el maximo pago descontado que, en el mejor de los
casos, 2 puede alcanzar tras rechazar esa propuesta se deriva de conseguir para si
todo el excedente con un periodo de retraso: es decir, un pago descontado (tal como
se percibe desde ¢t = 1) igual a é.

El juego de negociacién con horizonte finito descrito fue propuesto y analizado
por Stahl (1972). Posteriormente, Rubinstein (1982) analiz6é un marco tedrico similar
con horizonte infinito en donde la negociacién entre los jugadores no estd circunscrita
a un numero maximo de periodos (heuristicamente, un contexto con T' = c0). Para
encontrar un equilibrio perfecto en subjuegos para el contexto de horizonte infinito,
resulta ser suficiente tomar limites 7 — oo en las estrategias para horizonte finito
definidas en (a)-(b). Con ello se obtienen las siguientes estrategias para cada i = 1, 2.

Encadat=1,2,...,

(a) sieljugador i propone ent, demanda la siguiente parte del excedente para él:

1

1+6

y ofrece la cantidad complementaria a j # <.
(B) si el jugador i responde en ¢, acepta de j # 7 cualquier propuesta que le otorgue
una parte del excedente no menor que:

6

1+6

y rechaza el resto.

Para confirmar que estas estrategias en verdad definen un equilibrio perfecto en
subjuegos del juego con horizonte infinito, el primer paso es observar que el con-
texto dindmico subyacente es marcadamente estacionario. En concreto, cada par de
subjuegos que empiezan al comienzo de un periodo par son isomorficos; natural-
mente, igual ocurre con aquellos que empiezan al comienzo de cualquier periodo
impar. Debido a esta estacionariedad, la confirmacién de que (a)-(3) definen un
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equilibrio perfecto en subjuegos sélo requiere verificar que estas estrategias definen
un equilibrio de Nash tras cualquier periodo “tipo”, sea éste par o impar.

Considérese, por concrecion, el caso del jugador 1. Si el periodo en cuestion es
impar y €l es el que propone, la division (71, %) es la mejor propuesta que puede
hacer entre todas las que serian aceptadas por el jugador 2. Si fuera a proponer en
su lugar algo mds ambicioso (esto es, una propuesta (z,1 — z) con z > 1), ello
ocasionaria el rechazo de 2 y una fraccion menor del excedente (%) conseguida en
el siguiente periodo.

Supdngase ahora que el periodo en cuestién es par y que, por tanto, es el juga-
dor 1 el que responde a la propuesta de 2. Entonces, por un lado, es 6ptimo para 1
rechazar cualquier fraccién del excedente que sea estrictamente menor que Tf—,s/ pues,
si asi lo hace, el equilibrio que es jugado a continuacion le otorga la fraccién 115 en
el siguiente periodo, con un “valor presente” igual a %. Por otro lado, la aceptacién
de una fraccién del excedente no menor que % es igualmente 6ptima, ya que esta
cota inferior coincide con el valor presente que obtendria si (dado el equilibrio que se
juega a continuacién) rechaza la oferta y comienza el siguiente periodo haciendo una
propuesta (que se acepta) igual a -z. Combinando estas consideraciones, concluimos
que, dada la estrategia del oponente, la estrategia especificada en (a)-(8) es éptima
para el jugador 1 en cada subjuego. La confirmacién de una conclusién similar para
el jugador 2 es totalmente simétrica.

Una vez confirmado que las estrategias (a)-(3) definen un equilibrio perfecto en
subjuegos, el establecimiento de un completo paralelismo con el andlisis desarrollado
para el contexto con horizonte finito tiene atin pendiente la verificacion de su unicidad.
Para probarla, nos basamos en un elegante argumento de Shaked y Sutton (1984), que
explota de nuevo la estacionaridad del contexto de negociacion.

Considérese un cierto equilibrio perfecto en subjuegos, y denétese por w; el pago
obtenido en él por parte del jugador 1. Por otro lado, sea w; el “pago de continua-
cién”? que obtendria el jugador 1 en ese equilibrio si (tras una serie de “imprevistas
desviaciones”) el proceso llegara al periodo ¢ = 3. En ese caso, se ha de verificar la
siguiente expresion:

wi=1—6+ 62w{ = h(w{). [5.9]

Esta ecuacién se obtiene de una ligera variacién del razonamiento de induccién
retroactiva considerado mads arriba para un horizonte finito 7' = 3. Sélo esbozamos el
argumento. Primeramente, nétese que, dado que suponemos que el jugador 1 obtiene
un pago de wj si el proceso alcanza el periodo ¢ = 3, la tinica propuesta de equilibrio
(por partede 2) ent = 2 debe ser (6w}, 1 —éw;). Teniendo esto en cuenta, se sigue quela

2 Dado un cierto equilibrio, los “pagos de continuacién en ¢” se identifican con los pagos obtenidos
en este equilibrio a partir del subjuego que comienza en t. Por conveniencia, estos pagos se consideran
evaluados (esto es, descontados) sé6lo desde t en adelante.
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tinica propuesta de equilibrio por parte de 1 ent = 1 ha de ser (1 — ¢ + 6%w}. § — 8*w}).
En el equilibrio, esta tultima propuesta induce el inmediato acuerdo por parte del
jugador 2 y un pago w; para 1 que satisface [5.9].

Sea &; el supremo de los pagos que el jugador 1 puede obtener en un equilibrio
perfecto en subjuegos. (Este supremo esta bien definido ya que la existencia de algtin
equilibrio perfecto estd garantizada por el argumento constructivo anterior.) Como
la funcién h(-) definida en [5.9] es creciente, se sigue que el maximo pago que 1 puede
obtener en un equilibrio perfecto en subjuegos se obtiene cuando, precisamente, este
pago maximo es su pago de continuacién en ¢ = 3. Formalmente, ello implica que:

@121—6+62d‘)1

y, por consiguiente:
1
1+6
Sea ahora &; el infimo de los pagos que el jugador 1 puede obtener en algiin

A

Wy =

equilibro perfecto en subjuegos. Un argumento similar al anterior indica que
& =1—6+68m,

y, por tanto,
1
i S
1+6
Como resulta que &1 = &, este valor comun ha de ser el tinico pago obtenible en un
equilibrio perfecto en subjuegos por parte del jugador 1. Claramente, esto implica
que las estrategias de equilibrio también deben ser tnicas, tal como desedbamos

probar.

5.3 Competencia oligopolistica con diferenciacién de productos*

Tal como vimos en capitulo 3, cuando las empresas de un mercado oligopolista com-
piten en precios (a la Bertrand), dispondrdn con frecuencia de un estrecho margen
para obtener beneficios positivos en el equilibrio (v.g. si sus costes son lineales e
idénticos). Una caracteristica del mercado que puede mejorar su situacién es la exis-
tencia de un cierto grado de diferenciacion de los bienes que producen, lo que per-
mite a cada empresa protegerse en alguna medida de una competencia demasiado
exacerbada de las demds. Todo ello fue ilustrado en la seccién 3.2 a través de un
simple modelo con diferenciacién de productos y competencia a la Bertrand, en el
que, a pesar de la completa simetria entre las empresas, éstas alcanzaban beneficios
positivos en el equilibrio.
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En esta ocasién, nuestra intencién es la de “endogeneizar” el grado de diferen-
ciacion de los bienes producidos por cada empresa en un juego de dos etapas. En la
primera, las empresas seleccionan el tipo de producto que desean producir. A conti-
nuacion, en la segunda etapa del juego, las empresas compiten a la Bertrand, fijando
simultdneamente sus precios.

En su origen, este modelo se debe a Hotelling (1929), que fue el primero que pro-
puso un modelo de “localizacién” del tipo que a continuacién describimos. El marco
tedrico propuesto admite diferentes interpretaciones, todas igualmente validas. Una
de ellas es genuinamente espacial: los bienes producidos se suponen todos ho-
mogéneos, pero cada empresa decide el lugar fisico (posiblemente distinto) desde
donde suministra el suyo. Dado que los consumidores estdn esparcidos por el terri-
torio, cada uno de ellos incurre en un doble coste a la hora de adquirir el bien de una
determinada empresa:

1. Por un lado, tiene que pagar el precio (comtn a todos los consumidores) deter-
minado por la empresa.

2. Por otro lado, el consumidor en cuestion tiene que sufragar el coste de transporte
requerido para desplazarse desde el lugar en que se halla a aquel en que la
empresa estd radicada.

Una interpretacion alternativa del modelo concibe la “localizacién” elegida por
cada empresa como el punto en el espacio de posibles caracteristicas ocupado
por el bien que produce. Con esta interpretacion, la distribucién de consumidores en
el espacio refleja la heterogeneidad de sus gustos, identificandose el punto que ocupa
cada uno de ellos con su especifica combinacién ideal de caracteristicas. Asi, con-
forme un consumidor se ve forzado a comprar un bien cuyas caracteristicas difieren
de su punto ideal, tiene que incurrir en un “coste de desagrado” que es formalmente
idéntico al de transporte considerado en la primera interpretacién. Por concrecién,
nuestra discusién adoptara esa primera interpretacién geogréfica del modelo.

Mas formalmente, estudiaremos el siguiente marco teérico propuesto por D’ As-
premont, Gabszewicz y Thisse (1979). Sea un duopolio en el que dos empresasi = 1,2
producen un bien homogéneo con idéntica tecnologia de rendimientos constantes y
coste marginal ¢ > 0. La region servida por estas empresas tiene una estructura
“lineal” y continua, estando sus puntos representados en el intervalo [0,1]. Los
consumidores se suponen distribuidos sobre este intervalo de forma uniforme (esto
es, hay un continuo de ellos, con idéntica densidad en cada punto). Cada uno de los
consumidores compra como mucho una sola unidad del bien, de la cual deriva una
utilidad bruta igual a & > 0, expresada en “dinero”.

La utilidad neta obtenida por cada consumidor resulta de sustraer de la utilidad
bruta 4 tanto el precio p pagado por el bien como los costes de transporte que le
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conlleva el desplazamiento al punto de venta del producto. Supondremos que cada
empresa s6lo puede suministrar su producto en un tinico punto dado del intervalo
[0,1]. Para cada empresa i = 1,2, denotaremos este punto por s; y lo denominaremos
el punto de venta de la empresa i.

Los costes de transporte se suponen idénticos para cada consumidor y cuadraticos
en la distancia recorrida d. Es decir, son de la forma

C(d) =qd®, ¢q>0.

Para un consumidor localizado en el punto & € [0, 1] (al cual denominaremos sim-
plemente “consumidor k") el coste de trasladarse a una empresa en s; viene dado

por:
C(h—si) = q(h— 5.

Naturalmente, dado un par de localizaciones de cada empresa (s;, s,) y un corres-
pondiente vector de precios (p1, p,) determinado por cada empresa, el consumidor h
compraré de la empresa i € {1,2} que maximiza la expresién

ﬁ—pi—q(h_si)zl

siempre y cuando la anterior expresién sea no negativa para al menos una de las
empresas. Si lo fuera para ambas, el consumidor » no comprard en absoluto el
producto en cuestion. Finalmente, si la utilidad neta derivada de ambas empresas
(una vez descontados el precio y el coste de transporte) es idéntica, supondremos
que el consumidor compraré de una u otra con igual probabilidad.

Sin pérdida de generalidad, supondremos que s, > s1, esto es, la empresa 2 estd
localizada a la derecha de la empresa 1. Como primer paso en el andlisis, es 1til
encontrar para cada perfil de precios y localizaciones [(py, s1), (p2, 52)], el consumidor
al que le resulta “indiferente” consumir de una u otra empresa. Si éste consumidor A
pertenece al interior del intervalo [0, 1] —lo cual siempre ha de ocurrir en el equilibrio si
las dos empresas se modelan de forma simétrica— tiene que satisfacerse la siguiente
expresion:

4 +Q(7L—81)2 =P2+Q(’~l-$2)2

que a su vez induce

P2 — P s1+ 8
= + 5 [510
2q (s — s1) 2 ]

o

Si el valor & que resuelve la anterior ecuacion fuera negativo, ello indicaria que la
empresa 1 tendria una demanda agregada igual a cero; si por el contrario, este valor
excediera la unidad, ello indicaria que es la empresa 2 la que tiene una demanda
agregada nula.
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La anterior descripcién del comportamiento de los consumidores permite definir
funciones de demanda para cada empresa que expresan sus ventas totales respecti-
vas para cada vector de precios y localizaciones. Supdéngase, por simplicidad, que
todos los consumidores compran el bien de alguna de las empresas. Esto se puede
garantizar (véase el ejercicio 5.8) si, por ejemplo:

a>3g+ec. [5.11]

En ese caso, y en virtud de las anteriores consideraciones, las demandas de las em-
presas 1y 2 vienen dadas respectivamente por las siguientes expresiones:

D] (81, Sz,p],pz) = min {max {fL, 0} 5 1} [512]
D5 (s1, 82, p1, p2) = min {max {1 — &,0},1} . [5.13]

Reescribiendo [5.10] como sigue:

= S — 81 P2 — P
h=s+ + [5.14]
5 2 2q (s — s1)

conseguimos una interesante interpretacion del nivel de demanda alcanzado por
cada empresa. Centrdndonos, por ejemplo, en la empresa 1, lo que [5.14] nos indica
es que esta empresa obtiene, por una parte, su mercado cautivo de consumidores
{h:h < s} de forma completa. Por otro lado, del “terreno de nadie” dado por
{h:s1 < h < s}, obtiene una fraccién adicional que es igual a la mitad de esta region
%271 mas (o menos) una prima (penalizacién) vinculada a la diferencia de precios
p2 — p1. Como seria de esperar, esta prima o penalizacién (dependiendo de si p, — p
es positivo o negativo) crece con el valor absoluto de la diferencia.
Tal como avanzamos, consideraremos el siguiente juego en dos etapas:

e Enuna primera etapa, las empresas seleccionan simultdneamente su localizaciéon
en [0, 1] ; es decir, eligen su respectiva s;, i = 1, 2.

¢ Enunasegunda etapa, conocidas las localizaciones ya elegidas, fijan sus precios
pi, 1 = 1,2, también simultdneamente.

Para calcular los equilibrios perfectos en subjuegos, resolvemos el juego por
induccién retroactiva: primero computamos los equilibrios de Nash en la segunda
etapa (en general, puede haber varios de ellos), y luego trasladamos estos equili-
brios al comienzo del juego en donde las empresas toman sus iniciales decisiones de
localizacién.

Dado cualquier par de localizaciones (si, s2), un equilibrio de Nash del juego
simultdneo desarrollado en la segunda etapa es similar al analizado en la seccién 3.2.
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Es facil computar que los precios de equilibrio asociados a un par de localizaciones
(s1, s) vienen dados por (véase el ejercicio 5.9):

+s—1
py (s1,82) =c+q(sy — s1) <1+%—> [5.15]
N 1—5—s;
p; (s1,82) =c+q(sp — 51) 1+——3— [5.16]

Las expresiones anteriores definen univocamente el resultado inducido en la
segunda etapa del juego para cada posible par de decisiones de localizacién de las
empresas en la primera etapa. Desde el punto de vista de esta primera etapa, pode-
mos utilizar [5.15]-[5.16] para definir unas funciones de pagos que resuman toda la
trayectoria del juego asociado a cada par de decisiones (s3, s). Ello nos permite en-
tonces abordar el juego bi-etdpico como un juego simultdneo cuyas decisiones (de
localizacién) se toman, para cada ¢ = 1,2, en términos de las siguientes funciones
de pagos:

i (s1, 82) = 7 (s1, 82, P (s1,82) ,p5 (51, 52))

[l

(p; (s1,82) — &) D; (s1, 52,7 (s1,82) ,p (s1,82)),

donde recuérdese que ¢ > 0 denota los costes marginales (constantes e idénticos)
incurridos por ambas empresas al producir sus bienes respectivos. Como es habitual,
caracterizamos los equilibrios de Nash (s7, s3) a través de las condiciones marginales
de primer orden asociadas a las variables de decisién de cada empresa. Asi, se requiere
que, paracada: =1,2:

0 T % P
- (s7,8) <0 sis;<1
Bsi
om; . %
- (s1,8)>0 sisf >0
s
y, por tanto,
on; ?
Tst,s)=0 sil> s >0.
asi
Ahora calculamos
on; or; * " op;
aSi (Slv 52) = 8p1 (Slw 52,1 (515 32) y Po (Sla 32)) BSi
074 opj
+ —= (81, 82, p} (51, 82) , P2 (51, 87)) —2
apj 51, 82, P1 \81, 52) , P \S81, 82 Bs; [5.17]
on; & %
i (1, 82, p; (54,52) ,p; (51, 52))

(3
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Para desarrollar esta expresion, hemos de utilizar [5.12]-[5.13] y [5.15]-[5.16]. La
complejidad algebraica de esta tarea se simplifica sustancialmente al observar que,
por la optimalidad incorporada en las funciones p; (-), se ha de satisfacer que:

or;

('317 52, pjlk (817 32) 7p; ('311 82)) = 0/

Pi

ya que las soluciones son interiores (véanse [5.15]-[5.16]). Ello evita el cémputo del
primero de los términos de [5.17]. Con respecto a los otros dos, se puede comprobar
(véase el ejercicio 5.10) que, para la empresa 1, tenemos:

o i " op; - s1—2
’51)—; (81, S$2, (81, 82) y Do (81, 82)) % = (P] (81, Sz) —0) m [5.18]
on " o * 2+ 5 —5s
gj— (51,52, P71 (51,52) , 5 (51, 82)) = (py (1, 82) — ©) ﬁ [5.19]
Sumando [5.18] y [5.19], se obtiene que, para todo (s, s),
0
O g, 45) < 0. [5.20]
851

Por tanto, la empresa 1 siempre querra moverse hacia el extremo inferior del intervalo

[0, 1]. Simétricamente:
% (81, 82) = 0, [521]
dsy
por lo que la empresa 2 siempre buscaréa localizarse en el extremo superior de [0, 1].
Combinando [5.20] y [5.21], concluimos que el iinico equilibrio perfecto en subjuegos
(cons; < s;) lleva alas dos empresas a localizarse en extremos opuestos del intervalo.

Esto es, las localizaciones de equilibrio son:

s1=0, =1
Sustituyendo estos valores en [5.15]-[5.16], obtenemos los correspondientes precios
de equilibrio,
p1 (s1,83) =p; (s7,8) =c+gq. [5.22]

Es importante entender la intuicién subyacente en este resultado. En particular,
resulta algo paradéjico que, tal como indica [5.22], el equilibrio induzca ambas em-
presas a extremar su distancia (o diferenciacién). Mas bien pareceria que dada la
localizacién de una empresa, digamos la 2, en un cierto punto dado s,, la empresa 1
estaria interesada en acercarse lo maximo a ella con el objeto de “arafiarle” el mayor
nuimero de consumidores posible. De hecho, éste es el efecto reflejado en [5.19], que,
para valores suficientemente pequenos de s;, indica que 97, /9s; (-) > 0. Ello implica
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que, dado s, > s1, la empresa 1 estaria efectivamente interesada en aproximarse a la
localizacién de la 2, pero sélo si los precios permanecieran fijos. Sin embargo, [5.20]
establece que esta tendencia siempre se compensa con el hecho de que una mayor
proximidad a 2 induce una competencia demasiado fuerte en precios. Es este se-
gundo efecto (que aparece reflejado en [5.18] y cuya magnitud siempre excede en
este caso a la del primero), el que lleva a las empresas a querer alejarse lo maximo
posible una de otra. De esta forma, se limitan al maximo los efectos de su subsiguiente
competencia en precios durante la segunda etapa, cuyas consecuencias se anticipan
perfectamente en el equilibrio.

5.4 Implementaciéon dinamica: el problema del rey Salomoén

Enfrentados al problema de reconciliar incentivos y eficiencia en la asignacion de
bienes publicos, la perspectiva adoptada en el capitulo 3 fue la “creativa” de un
disenador de mecanismos. Alli, no nos conformdbamos con tomar el marco de in-
teraccion como dado (limitdndonos, por ejemplo, a uno “natural” como el de subs-
cripcidn, cuyos resultados se mostraron insatisfactorios en la subseccion 3.3.1). Por
el contrario, en la subseccién 3.3.2, perseguiamos disefiar un mecanismo ex novo que,
aunque adoleciera quizas de abstracto y no tan natural, garantizara al menos algunos
de los buenos resultados deseados.

Esta misma perspectiva de considerar el mecanismo como una variable mas que
como un dato del problema puede ser aplicada a una amplia variedad de problemas.
Este es, esencialmente, el planteamiento de la llamada Teoria de la Implementacién,
que ha dado lugar a una extensa literatura en las tltimas décadas (véase, por ejem-
plo, Corchén, 1996). A modo de ilustracion adicional de la perspectiva y los obje-
tivos perseguidos por esta literatura, abordamos aqui un interesante problema de
implementacién, formulado recientemente por Glazer y Ma (1989). Motivado a ve-
ces como el “problema del rey Salomén”, su caracteristica tedrica mds importante
es su naturaleza dindmica. En contraste, por ejemplo, con el mecanismo de Walker
(1981) estudiado en la subseccion 3.3.2, sus posibilidades se derivan esencialmente
de una estructura multi-etdpica, sobre la que se impone la hipétesis de credibilidad
(o perfeccion) de las estrategias utilizadas por los agentes.

Considérese la siguiente situacién. Un planificador (el rey Salomén) tiene que
decidir a quién de dos individuos (posibles madres, 1 o 2) asigna un cierto bien
(el hijo en disputa). Su deseo altruista es ceder el bien al individuo que tenga una
mayor valoracién de él (la verdadera madre), sin recibir nada a cambio ni penalizar
a ninguno de los dos. Sin embargo, 70 conoce las valoraciones de cada uno, y cuenta
simplemente con la informacién de que éstas pertenecen a un cierto conjunto finito
V, siendo cada v € V una valoracién finita expresada en términos monetarios.
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Supongamos que cada individuo i = 1,2 conoce su propia valoracién v; € V, asi
como también la valoracién v; de su oponente j# i (sabe, en particular, quién es la
madre). Manteniendo la analogia con el problema del rey Salomén, adoptaremos la
simplificacién de que v; # v; si i # j (esto es, madre no hay mas que una).

Para resolver el dilema, el planificador decide utilizar un mecanismo escalonado
en varias etapas. Sea

n = min{|Jv — ' 1 v#£, v,0' € V}.

Al ser V un conjunto finito, n > 0, y el planificador conoce su valor (ya que conoce
V). Por tanto, puede utilizarlo para disefiar un mecanismo para asignar el bien. El
mecanismo que consideraremos se compone de las siguientes etapas:

1. Elindividuo 1 expresa si su valoracién del bien es maxima (accién A) o no (accién
B). Sielige B, el proceso se acaba y el bien es adjudicado al individuo 2. Si elige
A, se pasa a la siguiente etapa.

2. El individuo 2 acepta (accién B’) o no (accién A’) que el individuo 1 tenga la
valoracién maxima. Si lo acepta, el proceso se acaba y el bien es cedido al
individuo 1. En el otro caso, se pasa a la siguiente etapa y cada jugador tiene que
pagar una cantidad igual a /4, fijada monetariamente por el planificador como
parte del mecanismo.

3. Sise llega a esta tercera etapa, el individuo 1 anuncia un valor p; € V, interpre-
tado como una oferta monetaria (o “puja”) por la obtencién del bien.

4. A continuacién, conocido el valor p; dado por el jugador 1, el jugador 2 anuncia
su propia oferta p, € V. j

5. Finalmente, si el mecanismo ha llegado a las fases 3 y 4 donde los individuos
han propuesto un par de ofertas (p1, p2), el bien se adjudica a aquél cuya oferta
es maxima. Si ocurriera que p; = p,, el “empate” se resuelve asignando el bien
al individuo 1. En cualquier caso, el adjudicatario paga por el bien la cantidad
6 = max {p1, p2} — n/2, mientras que aquél que queda sin él no realiza ningtn
pago en esta ultima etapa. (No6tese, en cualquier caso, que el pago realizado por
ambos individuos al final de la segunda etapa es irreversible.)

La forma extensiva del juego considerado se ilustra esquematicamente en la
figura 5.4.

El andlisis del juego se centrara en los equilibrios perfectos en subjuegos. Como
primer paso en su determinacién, necesitamos especificar los espacios de estrategias
de los diferentes jugadores. Asi, el conjunto de estrategias del jugador 1 viene dado

por:
Sy ={A,B}xV
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/ (—71/4’V2—.02+U/4)
b1 <P
Pi > P \

(V 1—P1+77/47 _77/4)

0, v,)

Figura 5.4. Un mecanismo “salomoénico”.

y el del jugador 2:
S, ={AB'} x{r:V >V}

con las siguientes interpretaciones. Para el jugador 1, una estrategia determina si
reclama o no que su valoracién es mdxima en la primera etapa del juego (la primera
componente de la estrategia), en conjuncién con la oferta que anunciaria en la tercera
etapa si llegara el caso (la segunda componente). Por otro lado, una estrategia para
el jugador 2 refleja el mismo tipo de consideraciones, con la tinica (pero importante)
salvedad de que este jugador actiia como “seguidor”. Por tanto, puede vincular sus
decisiones a las tomadas anteriormente por parte del otro jugador (en concreto, la
oferta del jugador 2 en la tltima etapa del juego puede depender de la realizada en
la etapa precedente por el jugador 1).

Con el objeto de encontrar los equilibrios perfectos en subjuegos procedemos
a una consideracion retroactiva (de atras hacia delante en el juego) de la optimali-
dad de las diferentes estrategias. Asi, considérense primero los tltimos subjuegos
alcanzables a lo largo del juego cuando los individuos han optado por Ay A', y el
jugador 1 ha anunciado una cierta oferta p;. En ese caso, cualquier estrategia 6ptima
s3 = (z3,7*) € S, ha de satisfacer que

v <p=r"(p) <p [5.23]

v > p1 =1 (p) =min{p, €V :p > p1 }. [5.24]

Considerando retroactivamente una etapa mas en el juego, sea r*(-) una funcién
que satisface [5.23]-[5.24] y considérese ahora cual seria una decisién 6ptima por parte
deljugador 1 en la tercera etapa —esto es, la oferta que anuncia tras el par (4, A’). Esta
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decisién ha de depender de su valoracién vy, asi como de la valoracién v, del jugador
2, que suponemos conoce.” Por concrecion (véase el ejercicio 5.12), considérese el
caso en que v; > v,. Siendo asi, se comprueba inmediatamente que la tinica decisién
Optima para el jugador 1 —que anticipa una reaccion de equilibrio *(-) que satisface
[5.23]-[5.24]— es realizar una oferta p; = v;. De esta forma, se garantiza la obtencién
del bien al menor coste posible. Sabiendo que ésta va a ser la oferta del jugador
1 si, tras una decisién de A por su parte, el jugador 2 eligiera A’, esta claro que el
jugador 2 no querré realizar esta eleccién (es decir, no querra disputar el bien), pues,
dado el comportamiento ulterior de equilibrio apropiadamente anticipado, ello no le
dar4 finalmente el bien y, ademads, le reportara un coste monetario de /4 que bien
podria ahorrarse (el coste impuesto por las reglas del mecanismo a cada jugador si se
entra en la fase de ofertas). Finalmente, ello tiene una clara implicacién sobre cudl
es la decision 6ptima por parte del jugador 1 durante la primera etapa: este jugador
optard por A, anticipando que el jugador 2 elegira subsiguientemente B’ (es decir, no
cuestionard que su valoracién del bien sea la mayor).

Compendiando todo lo antedicho, concluimos que, si v; > v,, cualquier equi-
librio perfecto en subjuegos ((z], p7), (z3,7*(-)) tiene z} = Ay 25 = B’, con lo que el
bien es adjudicado al individuo 1 tras la segunda etapa del juego sin ningtin coste
o transaccién monetaria. Este hecho refleja de forma especialmente nitida la poten-
cia del criterio de perfeccion en subjuegos como instrumento de andlisis de juegos
multietdpicos. Desde la perspectiva de un disefiador, su virtualidad es también im-
portante. Por ejemplo, es posible probar que el resultado eficiente inducido por el
“mecanismo saloménico” propuesto 1o se puede garantizar mediante procedimien-
tos que incluyan sélo decisiones simultaneas (o bien, si el concepto de equilibrio
considerado no refina suficientemente el basico de Nash).* Sin embargo, si el planifi-
cador estd dispuesto a aplicar mecanimos multi-etdpicos como el considerado (y los
jugadores se comportan de forma secuencialmente racional), la solucién de proble-
mas de implementacién aparentemente complejos puede ser abordada, tal como se
ha ilustrado, de forma efectiva y sencilla.

Ejercicios

Ejercicio 5.1 Arguméntese verbalmente (y de forma rigurosa) la siguiente afirmacién
general para un duopolio:

3 Recuérdese que el tnico que se supone que 70 conoce ni v; ni v, es Salomén, el planificador. Es
por ello que disefia el mecanismo considerado, con la intencién de extraer la informacion que ambos
individuos comparten, pero que uno de ellos (la “falsa madre”) tiene incentivos para ocultar.

# Ello es asi porque el problema de implementacién confrontado por Salomén no satisface el criterio
de “monotonicidad”, que, tal como fue establecido por Maskin (1977), es condicién necesaria para la
implementacién en equilibrio (no refinado) de Nash.
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“La empresa lider en el modelo de Stackelberg siempre obtiene unos bene-
ficios al menos tan altos como los que obtendria ella misma en el marco de
un modelo de Cournot con los mismos datos subyacentes (demanda, costes,
etc.)”.

Ejercicio 5.2 Considérese la afirmacién siguiente para un duopolio:

“Todo equilibrio de Nash en un modelo de Cournot induce producciones
para cada empresa que son sostenibles también en un equilibrio de Nash
del correspondiente modelo de Stackelberg”.

Especifiquese si es verdadera o falsa, argumentando con rigor la contestacion.

Ejercicio 5.3 Considérese un modelo de competencia oligopolistica entre tres empre-
sas con funciones de coste y demanda dadas por [5.1] y [5.2].

(a) Calctilese el equilibrio de Nash del correspondiente modelo de Cournot.
(b) Calctlese el equilibrio perfecto en subjuegos si las decisiones de las empresas se
toman en dos etapas:
(i) enun primera etapa, la empresa 1 decide su nivel de produccién;
(ii) enunasegunda etapa, las empresas 2 y 3 deciden simultdineamente su nivel
de produccion.
(c) Comparense las producciones y beneficios de equilibrio obtenidos en (a) y (b).

Ejercicio 5.4 Considérese un contexto como el del ejercicio 3.9 para una cierta “co-
munidad” de dos individuos.

En esta comunidad, se plantea un mecanismo secuencial de subscripcion. Pri-
mero, el individuo 1 propone su contribucién. Sila propuesta de 1 cubre ¢, el bien se
dota inmediatamente. Sino, en una segunda etapa, el individuo 2 propone su propia
contribucion. En ese caso, si la suma de ambas contribuciones cubre ¢, el bien se dota
en el segundo periodo, y se descuenta la utilidad neta de cada individuo aplicandole
un cierto factor de descuento 6§ < 1. Esto es, la utilidad que cada individuo recibe en
este segundo caso es

8U; (z,¢;) = 6 (Vi (z) — c3) .

Supodngase, por simplicidad, que paracadai=1,2,V;(1) =1,V;(0) =0,6 = 1/2.

(i) Calctlense los equilibrios perfectos en subjuegos segtin el valor de ¢ € [0, 2].
(Esto es, dividase este intervalo en diferentes subintervalos, dependiendo de las
caracteristicas del equilibrio).

(ii) Comparense estos equilibrios con los del ejercicio 3.9 del capitulo 3. ;Es cierto
que todo equilibrio de Nash de ese contexto lo es también del presente contexto
multi-etdpico? Arguméntese.
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(iii) Finalmente, estiidiese cémo varian las caracteristicas de los equilibrios perfectos
en subjuegos si consideramos una funcién de utilidad para cada individuo del
tipo

U; (o, &) = Vi (&) — (o).

Ejercicio 5.5 Considérese el modelo de negociaciéon de horizonte infinito propuesto
por Rubinstein, tal como se describe en la seccién 5.2. Muéstrese que cualquier re-
sultado del proceso de negociacién (es decir, cualquier acuerdo tomado en cualquier
momento del tiempo) es inducido por algtn equilibrio de Nash del juego.

Ejercicio 5.6 Considérese un modelo de negociaciéon de Rubinstein donde los dos
individuos tienen factores de descuento posiblemente diferentes, 6; y é,. Calctilese el
(inico) equilibrio perfecto en subjuegos.

Ejercicio 5.7 Considérese un modelo de negociacion del tipo propuesto por Rubin-
stein donde hay n jugadores, i = 1,2, ..., n, que realizan secuencialmente propuestas
deltipoz = (@1, 22, ..., z) , ZZ] z; = 1. (Esto es, cada jugador i realiza sus propuestas
ent € {i,i+n,i+2n,...}). Ante cada propuesta de un jugador i, los individuos j # i
indican simultdneamente si la aceptan o no: si la aceptan, el juego se acaba; si no, el
jugador i+1 (médulo n ) tiene la oportunidad de presentar una propuesta alternativa.
Suponiendo que todos los agentes tienen un factor de descuento comtn, pruébese
que existe un equilibrio perfecto en subjuegos con la siguiente propuesta del juga-
dor 1

1 6 st
146446V 146+ 461 "1+6+...+6m1
que es aceptada inmediatamente por todos los individuos i = 2,3, ...,nent = 1.

Ejercicio 5.8 En el contexto de la seccién 5.3, pruébese que, efectivamente, para
cualquier precio relevante en la busqueda del equilibrio, [5.11] garantiza que todos
los consumidores comprarén el bien de alguna empresa.

Ejercicio 5.9 Derivense las expresiones [5.15] y [5.16].

Ejercicio 5.10 Utilizando [5.12]-[5.13] y [5.15]-[5.16], derivense las expresiones [5.18]
y [5.19].

Ejercicio 5.11 Considérese un planificador cuyo objetivo es maximizar el bienestar
agregado de una economia cuyo tinico mercado tiene las caracteristicas descritas enla
seccién 5.3. Especificamente, supondremos que el planificador maximiza la suma de
los beneficios de las empresas y la utilidad agregada neta de los consumidores (esta
dltima, se puede identificar con la utilidad neta media). Supéngase que el planificador
puede forzar a cada empresa a situarse en un cierto punto del intervalo [0, 1], y dejar
luego que ellas mismas determinen sus precios en competencia entre si. ;Cudles seran
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las localizaciones elegidas por el planificador? Contrastense éstas con las obtenidas
en un contexto sin restricciones como el descrito en el texto.

Ejercicio 5.12 En el contexto de la seccién 5.4, supéngase que v, > 1.

(i) Determinense los equilibrios perfectos en subjuegos en este caso

(ii) Supoéngase que el orden de movimiento de los jugadores 1y 2 se invierte ;C6mo
se ve afectado el equilibrio en ese caso?

(iii) Estudiese el efecto sobre el equilibrio del juego del siguiente cambio en las reglas
del mecanismo: en caso de empate entre las ofertas de los individuos (esto es,
p1 = p2), la asignacion del bien se realiza aleatoriamente con igual probabilidad
para cada uno de ellos.



6. INFORMACION INCOMPLETA

6.1 Introduccién y ejemplos

Muchos problemas de interés surgen en contextos donde, a diferencia de lo asumido
implicitamente hasta ahora, los jugadores no tienen una informacién completa so-
bre todas las caracteristicas de la situacién; en particular, y muy especialmente, sobre
los pagos de los restantes jugadores para cada una de las posibles realizaciones del
juego. Consideremos algunos ejemplos.

Dos individuos, 1y 2, que tienen casas colindantes situadas en un lugar remoto,
consideran la posibilidad de hacerse con un sistema edlico de generacién de energia
con el cual ambos podran disponer de electricidad de forma virtualmente ilimitada.
Han averiguado que el equipo en cuestion les costard dos millones de pesetas. Por
otro lado, ambos también saben que cada uno de ellos valoraria positivamente la
compra de dicho equipo sélo si proyectara utilizar la energia generada para montar
una granja moderna: el valor monetario (descontado) de esta granja se estima en tres
millones de pesetas. En cambio, la valoracién de cualquiera de ellos es pequeiia (por
simplicidad, nula) si no estan interesados en un proyecto de esa naturaleza.

Ante el problema asi planteado, el individuo 1 decide tomar la iniciativa y con-
sidera dos posibles mecanismos alternativos.

Un primer mecanismo (que llamaremos Mecanismo A) consiste en que ambos
individuos pongan por escrito y comuniquen independientemente a un mediador
imparcial si estdn o no interesados en el proyecto; o, en otras palabras, si su valoraciéon
respectiva v; es positiva (es decir, igual a 3, expresada en millones de pesetas) o nula.
En caso de que ambos indiquen una valoracién positiva, se comprometen a compartir
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el gasto del equipo (un millén cada uno). En caso de que sélo lo haga uno de ellos,
éste correra con el gasto integro. Finalmente, si los dos individuos expresan una
valoracién nula, no se adquirira el equipo.

El segundo mecanismo alternativo (Mecanismo B) tiene una estructura secuen-
cial. Primero, el individuo 2 ha de especificar con cuanto estd dispuesto a contribuir a
la compra del equipo (cualquier cantidad p, € [0,2]). A continuacion, si es necesario
(p2 < 2), elindividuo 1 indica si estd dispuesto a cubrir la diferencia 2 — p,. Silo esta,
se realiza la compra; en caso contrario, no se lleva a cabo.

El problema de asignacién descrito es especialmente interesante si suponemos
que sélo cada individuo conoce sus propios planes (es decir, su valoracién del proyec-
to) pero desconoce los de su vecino. Para formalizar esta situacién, el enfoque pro-
puesto por John Harsanyi (que presentaremos rigurosamente mds adelante) consiste
en suponer que es la naturaleza la que selecciona de forma aleatoria e indepen-
diente la valoracién de cada uno de los individuos (su tipo), y “filtra” después esta
informacién a cada uno de los jugadores respectivos de forma privada. En nuestro
caso, denétese por p = Pr(v; = 3), la probabilidad a priori con que la naturaleza elige
una alta valoracion para cada individuo ¢ = 1,2 —por tanto, Pr(v; = 0) =1 — p. Al
comenzar el juego, los individuos s6lo disponen de informacién sobre cudles son
estas probabilidades a priori. Posteriormente, en funcién de estas probabilidades y la
revelacién de su propio tipo, cada jugador toma su decisién de forma 6ptima.

Considérese primero el juego “simultdneo” inducido por el Mecanismo A. Una
estrategia para cada jugador 7 en este contexto es una regla contingente ~;(-) que,
para cada valoracién propia v;, indica las probabilidades ~;(v;)(?;) con las que se
envian los mensajes 9; € V = {0, 3}. Claramente, cualquier estrategia de equilibrio
7; () ha de especificar ~; (0)(0) = 1, es decir, un individuo cuyo tipo es bajo elige el
mensaje 9; = 0 con certeza (probabilidad uno). Por otro lado, esta claro que cualquier
equilibrio que sea simétrico (es decir, con estrategias idénticas para cada individuo)
no puede prescribir el mensaje 9; = 0 de forma determinista para el tipo alto. Es decir,
la estrategia de equilibrio en este caso ha de inducir la eleccién 9; = 3 con probabilidad
positiva. Denétese +; (3)(3) = ¢ (con lo que ~; (3)(0) = 1 —q). Yaque g > 0, se requiere
que los pagos esperados de mandar el mensaje bajo:

pgx3+[1—=p)+p(1—-q]x0 [6.1]
sean no mayores que los derivados de mandar el mensaje alto:
pgx B —=1+[0—p)+p(1—g]x@B—2). [6.2]
Reordenando la desigualdad resultante, se obtiene:
2qp < 1. [6.3]

Sip < 1,[6.1] es menor que [6.2] para todo ¢ < 1, lo que implica que v; (3)(3) = 1. Si
tenemos, en cambio, que p > 1, [6.3] exige que ¢ < 1. En ese caso, por los requisitos
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Figura 6.1. Mecanismo B.

usuales de indiferencia aplicables a todo equilibrio en estrategias mixtas, [6.3] ha de
satisfacerse con la igualdad. Ello determina que, en general,

1
7 (3)(3) = min {1, 2—}
p

Por tanto, concluimos que si p > %, hay una probabilidad ex ante (1 — %)2 >0
de que, aunque ambos individuos tengan una valoracién positiva del equipo (y,
por tanto, seria eficiente que se comprara el equipo), esta compra no se realice
en el (inico) equilibrio simétrico del juego. Naturalmente, en aquellas situaciones en
que sélo uno de los individuos tiene una valoracién positiva (en cuyo caso, sigue
siendo eficiente contar con el equipo), la probabilidad de que no se produzca la
compra es ain mayor: 1 — 5.

Paradéjicamente, mds se amplia este margen de posible ineficiencia cuanto
mads probable es que sea eficiente realizar la compra; es decir, cuanto mas alta sea
la probabilidad p de una valoracién alta. De hecho, en el caso extremo en el que hay
plena certeza de que esto es asi (p = 1), las pérdidas esperadas son maximas. (Véase
el ejercicio 6.1.)

Considérese ahora el juego inducido por el Mecanismo B. Concebido como un
juego en el que la naturaleza mueve primero, su representacion en forma extensiva
se ilustra de manera informal’ en la figura 6.1.

En este segundo contexto, resulta suficiente considerar estrategias puras para

cada jugador. En consecuencia, admitiendo por comodidad cierta inconsistencia

1 Cada uno de los “arcos” de la figura representa el abanico de posibles decisiones de los jugadores
en cada uno de sus conjuntos de informacién. Para los jugadores 1y 2, sélo se especifican las decisiones
asociadas a un “nudo tipo”. Por otro lado, esta representacién del juego tampoco agrupa aquellos
nudos que pertenecen a un mismo conjunto de informacién (e.g. todos aquellos nudos del jugador 2
que siguen a pares (v;, v) cuya segunda componente coincide).
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con la notacién anterior, una estrategia del jugador 2 se puede formular como una
funcién v, : V. — [0, 2], donde v,(v;) especifica (de forma determinista) la propuesta
del jugador 2 cuando su valoracién es v,. Por su parte, una estrategia para el jugador
1 se puede formalizar a través de una funcién v; : V x [0,2] — {S,N}, con la
intepretacién de que ; (v;, p) indica si, dada su valoracién vy, el jugador 1 acepta (S)
o no (N) cubrir la diferencia 2 — p,.

En el equilibrio, estd claro que se ha de verificar que ;(0) = 0. Por otro lado,
si el equilibrio es perfecto, el hecho de que v; pertenezca al conjunto discreto {0,3}
implica que 75 (3) € {0,2}; esto es, la propuesta del individuo 2 en el equilibrio ha
de ser pagar todo el coste del equipo o no pagar nada.? En concreto, se sigue que la
estrategia de equilibrio ha de satisfacer:

1
'Y;(s)=0 Sip> g,

es decir, la propuesta del jugador 2 con valoracién alta serd nula si
1—-p)x0+px3>3-2, [6.4]

que indica que el pago esperado de tal propuesta (con el riesgo asociado de que no se
compre el equipo) es mayor que el inducido por la propuesta de financiar uno mismo
el equipo. Por otra parte, la estrategia de equilibrio induce:

1B =2 sip< % [6.5]
es decir, cuando la desigualdad [6.4] se da en sentido contrario.

Contrastando [6.4]-[6.5] con nuestro andlisis anterior del Mecanismo A, se con-
cluye que una asignacion ineficiente no puede darse con el Mecanismo B cuando el
individuo 1 tiene una valoracién positiva (a fortiori, por tanto, cuando los dos indi-
viduos la tienen). Por el contrario, cuando sdlo el individuo 2 tiene una valoracion
positiva, tal ineficiencia se da (con certeza) si p > 1. Ello indica que el Mecanismo B
conlleva un rango de valores mayores para p (el intervalo (3, 11, en comparacién con

3+ 1] para el Mecanismo A) en donde una asignacion ineficiente es posible. Sin em-
bargo, la relevancia de esta conclusién se ve sustancialmente mitigada por el hecho
de que, cuando p se aproxima a 1, la probabilidad ex-ante asociada a que se dé esta
situacién (es decir, a que sélo el individuo 1 tenga una valoracién positiva) se hace
arbitrariamente pequena. Por tanto, para valores altos de p, el Mecanismo B tiende
a ser mas efectivo que el A en inducir un resultado eficiente (véanse los ejercicios 6.2
y 6.3).

2 Cualquier propuesta positiva menor que 2 sélo serd efectiva si el jugador 1 tiene una valoracién
positiva. Pero, en ese caso, una propuesta nula hubiera sido preferible.
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Consideremos ahora otro ejemplo, que es una ligera variacién de uno propuesto
por Cho y Kreps (1987). Este juego se ha hecho ya famoso en la literatura como
ilustracién de los problemas y sutilezas que plantean los refinamientos del equilibrio
de Nash en juegos con informacién incompleta.

Dos individuos, 1y 2, pertenecientes a dos familias rivales se encuentran en la
cantina de un pueblo del “Far West”. El individuo 1 pertenece a un clan pacifico,
mientras que el 2 pertenece a una familia que se distingue por su afan belicoso.
Aunque todos los componentes del clan 1 son pacificos, un 90% de ellos son “fuertes”
(o rapidos con el revélver), mientras que los restantes son “débiles”. A priori, el
individuo 2 tiene una probabilidad subjetiva sobre el tipo del individuo 1 al que se
confronta (fuerte o débil) que coincide con las proporciones de cada uno en su clan.

El individuo 2 se plantea la posibilidad de retar en un duelo a 1. Aunque 2 no
conoce el tipo de 1, si observa, sin embargo, la clase de desayuno (con leche o cerveza)
que 1 toma en la cantina la manana de autos. Dependiendo del tipo de individuo 1
y la accion elegida por 2, los pagos son como sigue:

El individuo 2 obtiene un pago de 1 si lleva a cabo su amenaza de duelo y el
individuo 1 es débil. Si, por el contrario, el individuo 1 es fuerte su pago es —1. Si
no promueve el duelo, el pago del individuo 2 es cero.

Los pagos del individuo 1 dependen tanto de su desayuno como del hecho de
que 2 se le enfrente en duelo o no. Siendo de caracter pacifico (tanto si es fuerte como
débil) el individuo 1 obtiene un pago de 3 si consigue evitar el duelo y desayunar lo
que mas le apetece. Con respecto a sus preferencias, supondremos que el individuo
1 prefiere un desayuno con leche si es del tipo débil, pero prefiere uno con cerveza si
es fuerte. Si, aun evitando el duelo, su desayuno no es el apetecido, se postula que su
utilidad disminuye (para ambos tipos de este individuo) en una unidad. Por ultimo,
en caso de duelo, suponemos que la utilidad del individuo 1 depende de cudl haya
sido su desayuno. Si el desayuno es el preferido, atin obtiene una unidad de utilidad
(por simplicidad, supondremos que independientemente de cuél sea su tipo). Por el
contrario, si su desayuno no es el ideal (y, sin embargo, se ve retado en duelo), su
utilidad es igual a cero.

La anterior descripcién se puede formalizar mediante el juego de forma exten-
siva representado en la figura 6.2. De nuevo, esta formalizacién refleja el enfoque
harsanyiano para modelar situaciones con informacién incompleta. Primeramente,
se supone que la naturaleza elige el tipo del jugador informado (el individuo 1),
al que revela completamente su decisién. Posteriormente, este jugador decide su
accion, de forma posiblemente contingente a su tipo. Finalmente, el individuo 2 (el
no informado) toma su decision, habiendo observado antes la accién del 1 pero no su
tipo.

Como explicaremos en la seccién 6.4, el ejemplo anterior define lo que se de-
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Figura 6.2. Desayuno en el “Far West”.

nomina un juego de sefializacion. También veremos que este juego tiene sélo dos clases
de equilibrios, y que en ambos casos son “agrupadores”; es decir, poseen la carac-
teristica de que el individuo 1 nunca hace nada que pueda desvelar su tipo (tanto si es
débil como fuerte toma el mismo desayuno). En principio, no serd posible descartar
ninguno de ellos en funcién de criterios de perfeccién como los introducidos en el
capitulo 4. Para discriminar entre ellos, necesitaremos recurrir a argumentos de in-
duccién proyectiva similares a los esbozados en la seccién 4.4. Un andlisis detallado
de estas cuestiones se pospone a la seccién 6.5, una vez que se hayan introducido los
conceptos y formalismo adecuados.

6.2 Juegos bayesianos

Tal y como hemos avanzado, el enfoque tradicional adoptado por la literatura para
estudiar situaciones de informacién incompleta (o asimétrica) consiste en modelarlas
como un juego bayesiano. Esta formulacion, propuesta por Harsanyi (1967-68), incluye
los siguientes componentes:
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e Un conjunto de jugadores N = {1,2,...,n}.

e Para cada jugador ¢ € N un correspondiente conjunto de tipos T;, considerado
finito por simplicidad formal.?

e Una funcién (discreta) de densidad:

P:T=T1xTh x..xT, —[0,1],

que determina la probabilidad con que la “naturaleza” selecciona al principio
del juego el perfil de tipos t = (t1, t2, ..., t,) € T
e Para cada jugador i € N, una funcién

m:TxA Xx..xA,— R [6.6]

que vincula sus pagos al perfil de tipos de todos los jugadores, ¢t € T,y a su perfil
deaccionesa = (a1, ay, ....a,) € A = A; X...x A, donde cada A; se supone finito.*
Definiendo A; = A(A4;) como el espacio de medidas (o vectores) de probabilidad
definido sobre A;, las funciones especificadas en [6.6] se extienden al dominio
T x Ay x ... X A, de forma andloga a la descrita en la seccién 1.4.

Como es habitual, se supone que los datos subyacentes del modelo (los espacios
de acciones, las funciones de pagos, la funcién de densidad P(-)) son todos conoci-
dos por los jugadores; esto es, son un conocimiento comiin y, por tanto, “simétrico”.
La informacion asimétrica se introduce en el juego suponiendo que, una vez que la
naturaleza ha elegido el vector de tipos t = (t1, t2, ..., t,,), cada ¢; es revelado exclusi-
vamente al jugador 7 respectivo. Y es en funcién de esta informacién que el jugador
selecciona su “accién mixta” respectiva de acuerdo con una cierta funcién

%: T — A

que se identifica con la estrategia del jugador i en el juego bayesiano subyacente.
En el contexto descrito, se formula la siguiente nocién de equilibrio.

3 En alguna de las aplicaciones futuras, consideraremos espacios de tipos con cardinal infinito (e.g.
con la estructura del continuo). La adaptacién formal que se requiere en esos casos es inmediata.

4 En general, las “acciones” aqui consideradas pueden concebirse como planes contingentes para
un subjuego subsiguiente en forma extensiva (es decir, pueden ser de la misma naturaleza que las
estrategias habitualmente consideradas). Sin embargo, el enfoque implicito en la formulacién de
juego bayesiano es que, una vez que se ha informado a cada agente de su tipo respectivo, el andlisis
del subjuego inducido se puede llevar a cabo adecuadamente en su forma estratégica. Un analisis
mas rico que admite consideraciones genuinamente secuenciales en tales subjuegos se desarrolla en
la seccién 6.4 para juegos de senalizacion.
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Definicién 6.1 Dado P (-), un perfil de estrategias [} ()] ; , v Ty — Ay, define un
equilibrio bayesiano si Vi = 1,2, ...n, Vt; € T;, Vo, € A;, se satisface:

Z P; (g | t5) i Gy tiy i (1), (2) 5 ones Wi @3) 5oy ¥ B))
t;€T_;

> Y Bl |t miltosof 61,42 G2 sy G onny s ()
tjel

donde P; (- | t;) representa la probabilidad sobre T_; inducida por P (-) cuando se condicio-
naat;.

Claramente, un juego bayesiano se puede reformular como un juego en forma
extensiva donde la naturaleza es un jugador ficticio que mueve primero (recuérdese
la formulacién general introducida en la subseccién 1.2.1). En ese contexto, la infor-
macioén incompleta a que estan sujetos los jugadores en un juego bayesiano se traduce
en informacién imperfecta sobre cudl ha sido la eleccién inicial de la naturaleza. Es
decir, dada cualquier eleccién ¢ € T realizada por la naturaleza, se considera que
ésta no es conocida con precisién por parte de algunos (o todos los) jugadores, es-
tando tal informacion parcial distribuida entre los individuos de forma posiblemente
asimétrica. Desde esta perspectiva, un equilibrio bayesiano puede concebirse como
un equilibrio de Nash de un juego con informacién imperfecta que incluye a la natu-
raleza como jugador. Por esta razon, la literatura se refiere a él con frecuencia como
equilibrio bayesiano de Nash. Utilizando la técnica de prueba utilizada para el teore-
ma 2.1 se prueba inmediatamente su existencia para cualquier funcién de densidad
P () —véase el ejercicio 6.4.

6.3 Estrategias mixtas e informacién incompleta

Muchos autores cuestionan la validez del concepto de estrategias mixtas. Arguyen,
en particular, que en problemas de decisién importantes los individuos no deciden
aleatoriamente la accién que van a efectuar. La critica se acenttia por el hecho de que,
en un equilibrio en estrategias mixtas, se necesita normalmente que los jugadores
elijan las probabilidades con las que se adoptan cada una de las estrategias puras con
“exactitud milimétrica”. Ello parece bastante inverosimil, defienden estos autores,
cuando, de hecho, los jugadores que adoptan en el equilibrio una estrategia mixta
les ha de ser indiferente cualquier posible combinacién de probabilidades entre las
estrategias puras utilizadas. (Recuérdese el ejercicio 4.1.) Este planteamiento admite
una contestacion a los siguientes dos niveles.

a) En muchos juegos de interés, el comportamiento de los jugadores si puede con-
cebirse como resultado de un proceso “interno” de naturaleza aleatoria. Supéngase,
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por ejemplo que un juego de anticipacion como el de “pares y nones” (representado
en las figuras 1.3-1.4) se repite muchas veces entre dos individuos dados. En este
contexto, cualquier regla de decisién por parte de un jugador que no “parezca” es-
tocastica con probabilidades iguales para cada una de las dos estrategias podra ser
manipulada en su favor por el otro jugador. Por ello, cada jugador intentard que su
regla de decisién, aunque sea determinista, no induzca un patrén reconocible (y por
tanto explotable) por parte de su oponente.

Como éste podriamos considerar cualquier otro ejemplo cuyos equilibrios con-
sideren estrategias mixtas. En una estrategia mixta de equilibrio, no son diferencias
de pagos las que directamente inducen su utilizacién (pues, como ya hemos expli-
cado, al jugador le ha de ser indiferente adoptar cualquiera de las estrategias puras
a las que se asigna probabilidad positiva). Lo que subyace en ellas, sin embargo, es
un deseo de protegerse de posibles anticipaciones por parte de los oponentes. Por
lo tanto, si el jugador no utiliza estrategias mixtas en un equilibrio que las prescribe,
al menos habria de parecer (en la mente de sus oponentes) como si lo estuviera ha-
ciendo. Al hilo de la tltima consideracién, tenemos la siguiente segunda defensa del
concepto de estrategias mixtas, debida a Harsanyi (1973).

b) Harsanyi argumenta que una estrategia mixta ha de concebirse como la for-
malizacién de la incertidumbre que los oponentes de un jugador afrontan a la hora de
predecir su estrategia. Esta incertidumbre puede ser, como ya hemos explicado, un
mecanismo consciente de defensa utilizado por el jugador. Pero también puede ser
concebido, y ésta es la motivacién que ahora nos ocupa, un reflejo de la incertidumbre
(posiblemente infinitesimal) que los jugadores tienen sobre algtin dato del problema
que determina la decisién de sus oponentes.

Para ilustrar este enfoque, nos referiremos de nuevo al juego de “pares y nones”,
descrito en el capitulo 1. Considérese un juego con la misma estructura cualitativa
de pagos que el representado por las figuras 1.3-1.4, pero donde los valores preci-
sos de éstos no son un conocimiento comuin. Supdngase, por ejemplo, que si cada
jugador i € {1,2} elige la estrategia P sus pagos originales se ven incrementados en
la magnitud ¢; (independientemente de lo que haga el otro jugador), mientras que
si elige N sus pagos disminuyen en la misma magnitud ¢;. Para cada par (s, ;)
(donde cada ¢; puede ser positivo o negativo), la estructura de pagos descrita puede
ser representada mediante la siguiente tabla de pagos:

2
P N
1 P 1.000 + &1, — 1.000 + &, —1.000 + £, 1.000 — &,
N —1.000 — &1, 1.000 + &3 1.000 — g1, — 1.000 — &,

Tabla 6.1
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Supéngase que el valor de cada ¢; se distribuye uniformemente y de forma inde-
pendiente en un cierto intervalo [—6, §], aunque su realizacién concreta sélo es cono-
cida por el jugador i respectivo. Ello nos permite identificar los ¢; con los “tipos” de
los jugadores y definir un juego bayesiano con T; = [—6, 6], i = 1, 2. En este contexto,
es facil de comprobar (véase el ejercicio 6.5) que las estrategias

v [-6,8]1 = {P,N}, [6.7]

tales que
* (o) — e

71* (ei) =P, Sl‘vz >0, (6.8]

v () =N, sig; <0,
definen un equilibrio bayesiano de Nash (de hecho, el tinico excepto en la prescripcién
irrelevante asociada a e; = 0). En este equilibrio, los jugadores siempre deciden una
estrategia pura, contingente en su tipo respectivo ¢;. Ex ante, sin embargo, la eleccién
de una u otra se realiza con una probabilidad 1/2. Esta caracteristica se mantiene, de
hecho, para cualquier valor de §, por pequeno que éste sea. Por tanto, se mantiene
también en el limite, cuando 6 — 0; es decir, cuando la incertidumbre subyacente
que sustenta la aleatorizacion se desvanece.

Es en este sentido que podemos concebir las estrategias mixtas del juego origi-
nal como una formalizacién de la incertidumbre infinitesimal que subsiste sobre los
pagos exactos de un jugador en la mente de sus oponentes. Pues, aunque cada ju-
gador de hecho adopta estrategias puras en el juego perturbado, la percepcién que los
demas tienen de su decisién es esencialmente identificable con una estrategia mixta
del juego original. Conforme la magnitud de la perturbacién se desvanece, los equi-
librios bayesianos correspondientes pueden concebirse como una purificacion (este es
el término usualmente utilizado en la literatura) del equilibrio en estrategias mixtas
del juego original. De hecho, Harsanyi (1973) ha mostrado que esta fundamentacién
de los equilibrios en estrategias mixtas es totalmente general; esto es, puede apli-
carse (genéricamente) a cualquier juego siempre y cuando la perturbacién estocastica
subyacente satisfaga unos minimos requisitos de regularidad.

6.4 Juegos de sefalizacion

Algunos de los juegos introducidos en la seccién 6.1 para ilustrar las primeras ideas
de este capitulo tenian una naturaleza dindmica (o en multiples etapas) que no puede
ser analizada de forma suficientemente fructifera dentro del formato esencialmente
estatico de un juego bayesiano. Una formulacién sencilla que incorpora ya algunas
consideraciones importantes y sutiles en este sentido viene dada por los llamados
juegos de serializacion. (De hecho, tal como avanzamos en la seccién 6.1, el dltimo de
los ejemplos alli propuestos es un juego de sefializacion.)
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Estos juegos representan quizds el paradigma mads sencillo que permite ilustrar
de forma interesante un proceso dindmico de interaccién bajo informacién incom-
pleta. Reflejan, de forma natural, problemas tipicos de la economia de la informacién.
Asi, incorporan dos agentes que mueven consecutivamente. Uno de ellos (por ejem-
plo, un vendedor con conocimiento de la calidad del producto (Akerlof, 1970) o
un trabajador conocedor de sus habilidades (Spence, 1973, 1974) posee informacién
privada relevante para el otro jugador (la calidad del producto que vende, o su com-
petencia en el desempefio de una tarea). El agente informado es el primero en actuar.
A continuacién, es el segundo jugador el que, una vez observada la accién del primero
(aunque sin conocer su informacion), efecttia su propia accién. Finalmente, los pagos
del juego se determinan como funcién conjunta de las acciones de los dos individuos
y la informacién privada del primero de ellos.

De manera mds formal, la estructura de un juego de sefializacién entre dos
jugadores, 1y 2 (el primero completamente informado, el segundo totalmente desin-
formado), es como sigue.® Al principio del juego, la naturaleza selecciona un cierto
t € T con probabilidades respectivas P (t) > 0 que son de conocimiento comtin a am-
bos jugadores. Esta eleccion es entonces revelada al jugador informado, el jugador 1,
y puede concebirse como el tipo de este jugador. (Por tanto, formalmente, podemos
identificar ' = T7). Una vez conocido t, se postula que el jugador 1 manda un mensaje
m € M al agente 2, el cual reacciona eligiendo una cierta accién a € A, posiblemente
como funcién del mensaje m recibido. Finalmente, la accién a, el mensaje m, y el
tipo ¢ determinan conjuntamente las utilidades de los jugadores 1 y 2 denotadas, res-
pectivamente, por u (t,m,a) y v (t,m,a). (Véase la figura 6.3, para una ilustracién
esquematica de la forma extensiva correspondiente.)

Para el jugador 1, una estrategia en este contexto se define como una funcién

m:T — AWM)

de la informacién que recibe de la naturaleza (esto es, de su tipo) al espacio de
“mensajes mixtos”, esto es, al conjunto de vectores de probabilidad sobre el espacio
de mensajes. Por su parte, para el jugador 2 una estrategia es una funcién

Y2 M — A(4)

del mensaje que recibe de 1 a su espacio de acciones mixtas A = A (4). Dado que
en el caso del jugador 2, no hay multiplicidad de tipos posibles (su espacio de tipos

5 Por simplicidad de la notaci6n restringimos la presentacion al caso de dos tnicos jugadores. La
extension a mas jugadores es inmediata, siempre y cuando se mantenga la dicotomia entre jugadores
que estan completamente informados y otros que no lo estan en absoluto. De hecho, algunas de las
aplicaciones discutidas en el capitulo 7 (v.g. véase la seccién 7.1) incluyen la interaccién entre mads de
dos jugadores.
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2 (u(t.m.a).v(t.m.a))

Figura 6.3. Un juego de sefializacion.

se puede considerar trivialmente compuesto de un solo elemento), su estrategia s6lo
depende del mensaje recibido del otro jugador.®

A nivel heuristico, los requisitos que habria de satisfacer una configuracién de
equilibrio en el presente contexto son los ya habituales:

(a) optimalidad individual, dadas unas ciertas expectativas sobre el comportamiento
de los demas;

(b) consistencia entre estas expectativas y el comportamiento efectivo prescrito para
todos los agentes en el equilibrio.

En este caso, el segundo de los requisitos se complica por el hecho de que, como
en todos los juegos secuenciales, existe la posibilidad de observaciones ex post (en este
caso, mensajes por parte del jugador 1) que no pertenecen al equilibrio. Y, como
sabemos, la atribucién de percepciones adecuadas a tales situaciones es fundamental
para racionalizar el comportamiento dentro del equilibrio. Aqui, en particular, es
crucial especificar qué “aprenderia” el jugador 2 sobre el ¢ subyacente que no conoce
si observara un mensaje fuera del equilibrio; esto es, un mensaje que, de hecho, no
deberia observar si el otro individuo juega la estrategia de equilibrio. Ello es impres-
cindible para poder valorar si sus decisiones (tanto las “efectivas” en la senda de
equilibrio como las “hipotéticas” fuera de ella) son siempre racionalizables mediante
unas percepciones coherentes (o al menos no contradictorias) con el comportamiento
prescrito para el jugador 1.

© Por tanto, en contraste con el contexto descrito en la seccién 6.2, una estrategia del jugador 2 no se
define sobre la informacion recibida por la naturaleza sino sobre la “informacion” recibida por parte
del jugador 1, el jugador informado. A pesar ello, mantenemos la misma notacién en ambos casos.
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Al igual que para el concepto de equilibrio secuencial (definicién 4.4), abor-
daremos este tema mediante la especificacion explicita de las percepciones del
agente 2:

{ul | m)}menm C AD),

que se interpretan como las percepciones (probabilidades) subjetivas por parte de 2
sobre el tipo del jugador 1 después de observar cada posible mensaje m € M, sea éste
de equilibrio (es decir predecible ex ante) o no.

Con esta introduccién formal (y exhaustiva) de percepciones en el presente con-
texto, se puede enriquecer el concepto original de equilibrio bayesiano (definicién
6.1) e incluir en él consideraciones de “perfeccién” andlogas a las reflejadas por el
equilibrio secuencial. Este es el objetivo del siguiente concepto de equilibrio.”

Definicion 6.2. Dado P (-), una terna [('yl*, ), wu* es un equilibrio de sefializacién si:
(i) YteT,Vm € sop(y @), Vm' € M,

Z u(t,m,a)v; (m)(a) > Z i (t, m’, a) Y (m/) (a) ;

a€cA acA

(i) Vm € M,Va € sop (v} (m)), Va' € A,

Zv (t,m,a) "t | m) > Z v (t,m. a') Wt | m);
teT teT
(iii) Ym € M,
@ Tm)={teT:v@®m) >0}#0=

/ ¥ifiyd _ P () 'Yik (&) (m)
VeT, up'@|m)= ZteT P @)~y () (m)

B T(m)=0= p* (- | m) sedetermina arbitrariamente.

Esencialmente, un equilibrio de sefializacion refleja las mismas consideraciones
de optimalidad y credibilidad que subyacen en el concepto de equilibrio secuencial
(definicién 4.4). Por un lado, los apartados (i) y (ii) de la definicién 6.2 requieren la
optimalidad de las estrategias de cada agente en todo conjunto de informacién. En
particular, ello requiere que el jugador que mueve en segundo lugar (el 0 informado)

7 El concepto aqui definido es una particularizacién del concepto de equilibrio bayesiano perfecto
propuesto en la literatura (véase e.g. Fudenberg y Tirole, 1991). En escenarios multietdpicos mas ge-
nerales, este concepto refleja consideraciones naturales sobre el proceso de formacién de percepciones
fuera del equilibrio que no tienen cabida en el presente contexto (v.g. el requisito de que las acciones
de jugadores que desconocen una cierta informacién no afecten a las percepciones que otros agentes
tienen sobre ella).
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forme expectativas sobre el tipo del otro jugador tras cada posible mensaje de éste. Si
el mensaje en cuestion es observable en el equilibrio (apartado (iii)(a)), estas percep-
ciones se establecen de forma univoca por la aplicacién de la regla de Bayes. En otro
caso (apartado (iii)(b)), la asignacién de percepciones es totalmente discrecional.

En muchos juegos de sefalizacién, no querremos ser tan laxos como nos permite
el concepto de equilibrio de sefalizacién en la asignaciéon de percepciones fuera de
la senda de equilibrio. Asi, querremos excluir alguna de estas percepciones (y los
equilibrios que sustentan) si, en un sentido intuitivo, parecen poco “razonables”.
Querremos descartar, en otras palabras, lo que en el capitulo 4 llamamos “percep-
ciones insostenibles”. Este es el objeto de la préxima seccién 6.5.

Por el momento, volvamos a dirigir nuestra atencién al juego representado en la
figura 6.2. Para formularlo como un juego de sefializacién, sea T' = {14,1} el espacio
de tipos del individuo 1 (“débil” o “fuerte”) sobre el que este jugador es informado
por la naturaleza. Tal como postulamos, la funcién de densidad que determina su
eleccion viene dada por P(14) = 0,1y P(1¢) =0,9.

En este juego de sefalizacion hay sélo dos clases de equilibrios y en ninguno de
ellos los dos tipos de individuo 1 hacen nada que les singularice con respecto a lo que
hace el otro tipo. Son equilibrios que en la literatura se conocen como “agrupadores”
(en inglés “pooling”).?

Una clase de estos equilibrios, denotados aqui como [(%1,42) , &2], son intuitiva-
mente los més naturales. En ellos, tanto los tipos 14 como 1; toman cerveza para
desayunar:

M) =(1,00  t=1q,1y, [6.9]

en donde el primer componente del vector 4;(-) se refiere al peso de la estrategia pura
Cy el segundo a L. Después de este desayuno (que no contiene ninguna informacién
para el individuo 2) la probabilidad posterior de cada tipo es la inicial:

p(1q | C)=0.1 [6.10]
a1y | C)=09. [6.11]

Por tanto, el individuo 2 renuncia al duelo, esto es:
F(C)(D) =0, [6.12]

ya que, denotando por v(-) la funcién de pagos del individuo 2 (es decir, el agente no
informado), tenemos:
09-v(17,C,D)+0,1-v(14,C,D)=09 x (-1)+0,1x1
<09-v(1f,C,N)+0,1-v(14,C,N) =09 x0+0,1 x0.
8 En muchas aplicaciones de interés, nuestro interés se centrard también en identificar equilibrios
“separadores” (donde distintos tipos eligen mensajes diferentes) o incluso “hibridos” (donde algunos

tipos aleatorizan entre separarse y agruparse). Una rica ilustracion de estas posibilidades se encuentra
en la seccién 7.1.
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Por otro lado, la estrategia [6.9] del individuo 1 ha de sustentarse en la antici-
pacién de que 2 llevara a cabo el duelo con una probabilidad suficientemente alta si
el primero toma leche para desayunar. En particular, se comprueba inmediatamente
que se necesita que

AAL)D) > 1/2. [6.13]

Mas, para que esto sea una reaccion 6ptima de 2, sus percepciones fuera del equilibrio
han de ser tales que
p1g | L) >1/2. [6.14]

Es decir, han de otorgar una probabilidad no menor que 1/2 a que, en caso de que
se observe L, el tipo de 1 sea débil. En estos equilibrios, 14 paga el “precio” de
un desayuno con cerveza para ser asimilado a (o agrupado con) 1 y asi evitar el
duelo. Ello es 6ptimo, ya que, denotando por (-) la funcién de pagos del individuo
1, tenemos:

u(t,C, N) > u(t, L, D)

tantoparat = 1, como parat = 1. Resumiendo, concluimos que toda terna [(%1, 32) , /1]
que satisfaga las condiciones [6.9] a [6.14] define un equilibrio de sefalizacién agru-
pador en el que el individuo de tipo 1 toma cerveza para desayunar (independiente-
mente de su tipo) y el individuo 2 no le reta en duelo.

La segunda clase de equilibrios agrupadores, denotados [(71, %) , 2], tienen una
apariencia mas extrafia. Ambos tipos de individuo 1 coinciden también en sus ac-
ciones para evitar suministrar informacién a 2. Pero en este caso, la accién comtin es
el desayuno con leche para ambos tipos 14 y 15. Como tras esta accién la probabili-
dad posterior es la inicial, consiguen, al igual que con anterioridad, evitar el duelo.
Este equilibrio, sin embargo, necesita unas percepciones fuera de equilibrio andlogas
(pero polares) a las del caso anterior para impedir desviaciones. Tras la acciéon C,
no jugada en principio dentro de un equilibrio, el individuo 2 ha de atribuir una
probabilidad mayor a que el tipo que la ha efectuado sea débil. Es decir, en contraste
con [6.14], ha de cumplirse que:

g | C)=1—jds|C)>1/2.

Ello desencadena el duelo por parte del individuo 2 tras observar C, con lo que ambos
tipos de individuo 1 encuentran 6ptimo no tomar cerveza para desayunar, ya que:

u(t, L, N) > u(t,C, D)

tanto para ¢t = 14 como para ¢ = 1. Intuitivamente, esta situacion parece paraddjica,
ya que es el tipo fuerte el que prefiere cerveza para desayunar. De hecho, esta
“disonancia” se puede abordar de manera precisa a través del llamado criterio intuitivo
propuesto por Cho y Kreps (1987), tal como pasamos a discutir a continuacion.
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6.5 Induccion proyectiva

6.5.1 Criterio intuitivo: motivacion

El proceso de refinamiento de percepciones aqui considerado aborda esencialmente
la pregunta: ;qué percepciones son razonables fuera del equilibrio? En el presente
contexto, se conciben como “razonables” aquellas percepciones que son coherentes
con un analisis del juego mas sofisticado que el reflejado por el requisito de “per-
feccién y consistencia” subyacente en el concepto de equilibrio de sefializaciéon de la
definicién 6.2. Tal como fue formulado, este concepto admite toda percepcién consis-
tente con la Regla de Bayes. En cambio, el criterio intuitivo que ahora consideramos
exige, ademas de tal consistencia, que cualquier posible desviacién se interprete en
términos de foda la carga de sefializacién que pueda llegar a incorporar.

El refinamiento de percepciones fuera del equilibrio propuesto por el criterio in-
tuitivo no es sino una aplicacién especifica del principio general de induccién proyec-
tiva ya esbozado en el capitulo 4. Antes de abordar su precisa formalizacién en la
subseccién siguiente, abordamos ahora una motivaciéon de este criterio (que, haciendo
honor a su nombre, se pretende “intuitiva”) dentro del marco representado por el
ejemplo de la figura 6.2.

Reconsidérese de nuevo este juego y centremos nuestra atencion en la segunda
clase de equilibrios agrupadores, denotados por [(%, 2) , /1] . Planteamos la pregunta:
¢son en verdad razonables las percepciones fuera del equilibrio que los sustentan?
Pasamos a argumentar que no.

Ante una desviacién de este equilibrio por parte del individuo 1 (un desayuno
suyo con cerveza), el individuo 2 puede hacer las siguientes consideraciones:

“Si1 fuera débil, no ganaria con esta desviacion sea cual fuere mi reaccion.

Prescindiendo pues de la posibilidad de que sea producto de un error, no
puedo admitir que esta desviacion sea originada por 14. Siendo asi, mds
me vale no retarle, a diferencia de lo que se suponia que haria segiin mis
supuestas estrategia y percepciones fuera del equilibrio.”

Estas consideraciones, de hecho, pueden estar inducidas no tanto por un razo-
namiento propio del individuo 2 sino por un argumento “interesado” expuesto por
1, pues, si el individuo 1 es del tipo 1, serd beneficioso para él desviarse si consigue
convencer a 2 de la sefial contenida en su desviacion. Como el argumento parece en
verdad sélido, la confianza en que sea convincente provocara la desviacién por parte
de 1 y destruird cualquiera de los equilibrios agrupadores en los que el individuo 1
siempre toma leche para desayunar. Por el contrario, queda claro que este argumento
no sirve para descartar la otra clase de equilibrios de sefializacién (los “intuitivos”),
en los que el individuo 1 desayuna con cerveza independientemente de su tipo.
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Como ya avanzamos en la leccién anterior (recuérdese la subseccién 2), los argu-
mentos de induccion proyectiva como el aqui considerado son especialmente sutiles y
delicados. A veces, la claridad de un argumento puede esconder contra-argumentos
sorprendentemente “traicioneros”. Asi ocurre, de hecho, con el argumento avan-
zado mads arriba para descartar el equilibrio contra-intuitivo, pues, si efectivamente
es s6lidamente creible, esperariamos (y el propio individuo 2 esperaria) que, si fuera
uno de estos equilibrios no intuitivos el que se plantearan jugar, 17 se desviariade él y
tomaria cerveza para desayunar. Mas si esta desviaciéon no ocurre, 2 podra inferir con
toda probabilidad que (tras un desayuno a base de leche) el individuo 1 es débil. Con
esta certeza, le retaria a un duelo en este caso. Por tanto, si 14 es capaz de construir
igualmente esta cadena légica, deberia desviarse también para evitar el duelo. ;Qué
concluir, por tanto, tras un desayuno con cerveza? Casi cualquier cosa.

Delo antedicho, se extrae una clara llamada a la prudencia: en juegos dindmicos,
los argumentos de induccién proyectiva pueden ser en muchos casos sutilmente con-
tradictorios. Teniendo esto muy presente, pasamos a su formalizacién en la siguiente
seccion.

6.5.2 Una definicién formal para juegos de sefializacién

Considérese un juego de sefalizacién, tal como fue definido en la seccién 6.4. Dado
m € M y una percepcién del jugador 2 asociada p (- | m), definase la correspondencia
de mejor respuesta

pm, p) = argmax y v (t,m,a) p(t | m)

teT
y, para un subconjunto 7 C T,
¢(m,T) = U plm,p),
{p:p(T|m)=1}

esto es, el conjunto de respuestas éptimas para fodas las posibles percepciones que
tienen su soporte en 7'.

Sea [(7{* 1) u*] un equilibrio de sefializacién y denétese por u* (t) el pago
en este equilibrio de 1 si t es el tipo de este agente —simbdlicamente, u* (t) =
ult,y 0,7 (F ).

Definicién 6.3 El equilibrio de sefializacién [(v,v3), u*| satisface el criterio intuitivo
si Vm € M tal que v (t) #m, Vt € T, no existe un subconjunto propio Ty C T (esto es,
Ty #T) que satisfaga:

(i) Vte€Ty Vae(m,T),u" () >ult,m,a).

(i) I € T\Tp: Va € ((m, T\Tp), v* ') < u@,m,a).
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Verbalmente, el criterio intuitivo requiere que, dada una desviacién m cualquiera,
no exista un subconjunto Ty, C T' (Tp #T') que verifique simultineamente las dos si-
guientes condiciones:

(i) Si el tipo del jugador 1 pertenece a Tp, este jugador no puede mejorar con la
desviacién m, sean cuales sean las percepciones del jugador 2 y su mejor res-
puesta inducida.

(i) Existe algun tipo fuera de T; tal que, para cualquier percepcion del jugador 2 que
tenga su soporte en T'\Ty, la respuesta 6ptima (de 2) inducida por m mejora al
jugador 1 en relacién con el equilibrio [(7,43), 1] .

En linea con nuestra discusion anterior, la motivacion de este criterio es facil de
comprender. Si un equilibrio lo viola, existe un tipo en T'\Tj tal que, si ese resulta
ser el tipo del jugador 1, una desviacién de este jugador a m ha de ser interpretada
implicitamente (o de forma explicita, si es posible la conversacion entre los agentes)
de la siguiente forma:

“Estd claro (dice el jugador 1) que mi tipo no pertenece a Ty. Pues si ast
fuera (y yo lo sé), no tengo ninguna oportunidad de mejorar dado que tii eres
racional. Podemos por tanto coincidir, ya que también yo soy racional (y tii
lo sabes), en que mi tipo pertenece al conjunto T\ Ty. Forma tus percepciones
con soporte en este iltimo conjunto como quieras; cualquier respuesta
optima tuya inducida por tales percepciones me beneficia en relacion con el
equilibrio supuesto.”

Si el jugador 2 se convence de la validez de esta sefial (totalmente convincente,
por otro lado, al menos a este nivel) cualquier respuesta inducida mejorard con certeza
al agente 1 si su tipo, de hecho, pertenece al conjunto 7'\ 7j. Siendo asi, habriamos de
esperar que la desviacién a m se produzca en ese caso, violando por tanto el supuesto
equilibrio.

El tipo de razonamiento utilizado por el criterio intuitivo es de induccién proyec-
tiva:

Si una desviacion del supuesto equilibrio ha ocurrido, debe ser porque, en
comparacion con este equilibrio (esto es, con lo que se podria haber con-
sequido manteniendo sus prescripciones), la desviacion puede mejorar al
jugador que se desvia. La desviacion del jugador 1 (una vez ha ocurrido)
proyecta sus implicaciones sobre el “futuro”, que es cuando 2 ha de efectuar
una accion.

 Elrazonamiento de induccién proyectiva descrito reviste su cardcter mas simple
en juegos de sefializacién. Sin embargo, formalizando de forma mds compacta y
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directa las condiciones exigidas sobre las percepciones, sus aspectos fundamentales
pueden extenderse a otros contextos mas generales. A modo de ilustracién, presen-
tamos someramente este enfoque mas ambicioso, aunque por mor de la simplicidad
formal continuamos restringiendo la presentacién a juegos de senalizacion. Ellector
interesado puede encontrar en Cho (1987) el enfoque mds general.

Sea [(7]*, %), u*] un equilibrio de sefializacion. Para cada tipo t € T, dendtese
por [ (t) el conjunto de mensajes fuera del equilibrio que son desviaciones perjudi-
ciales para el jugador 1 cuando su tipo es t. Esto es, el mensaje m € 3(t) si, y sélo
si,

Va € ((m,T), u* () > u(t,m,a).

En funcién de §(-), podemos definir, para cada mensaje m fuera del equilibrio,
los tipos I' () para los que m es una desviacion perjudicial de la siguiente forma:

Fm)={teT:mep@®},

lo que nos permite introducir los siguientes conceptos, motivados por las mismas
consideraciones subyacentes en el criterio intuitivo:

Definicion 6.4 (Cho, 1987) Un sistema de percepciones y satisface la consistencia intros-
pectiva si Ym € M, u(I'(m) | m) = 0. Un equilibrio de serializacion presenta induccién
proyectiva si las percepciones que lo sostienen satisfacen el requisito de consistencia intros-
pectiva.

Para juegos generales (no necesariamente de sefializacién), Cho (1987) prueba la
existencia de equilibrios secuenciales que satisfacen la induccién proyectiva. (No6tese
que un equilibrio de sefializacién no es otra cosa que un equilibrio secuencial en el
juego trilateral que incluye la naturaleza.) Cho también prueba que, en juegos de
sefializacién, el requisito de consistencia introspectiva es mds fuerte que el criterio
intuitivo. A fortiori, por tanto, este resultado garantiza la existencia de equilibrios
consistentes con el criterio intuitivo en juegos de sefializacion.

Ejercicios

Ejercicio 6.1 Considérese el juego inducido por el Mecanismo A introducido en
la seccién 6.1. Calctlense las pérdidas esperadas de eficiencia en sus equilibrios
bayesianos simétricos para cada posible p € [0, 1], y determinese la dependencia de
aquéllas del pardmetro p.

Ejercicio 6.2 Abdrdense, referidas al Mecanismo B considerado en la seccién 6.1, las
mismas cuestiones que en el ejercicio 6.1 en relacién con sus equilibrios bayesianos
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(en este caso, los equilibrios no pueden ser simétricos, ya que los jugadores no ocupan
posiciones idénticas ex ante).

Ejercicio 6.3 En el contexto del primer ejemplo introducido en la seccién 6.1, supénga-
se que el individuo 1 conoce ya su tipo (valoracién) y puede elegir cual de los dos
mecanismos, A o B, utilizara para afrontar el problema. ;Cudl elegira?, ;y sino conoce
todavia su valoracién, y s6lo sabe que serd alta o baja con probabilidades respectivas
pyl—p?

Ejercicio 6.4 Dada cualquier distribucién de probabilidad sobre el espacio de tipos,
pruébese la existencia de un equilibrio bayesiano en el juego con informacién incom-
pleta inducido.

Ejercicio 6.5 Pruébese que las estrategias descritas en [6.7 y [6.8] definen un equilibrio
bayesiano de Nash.

Ejercicio 6.6 Considérese un juego bilateral con la siguiente tabla de pagos:

2
A B

3,0 2,4

)ik 1,2 3,0

Formuilese una (pequefa) perturbacién sobre este juego a la Harsanyi que puri-
fique su (tinico) equilibrio en estrategias mixtas.

Ejercicio 6.7 Considérese un contexto de competencia duopolistica a la Cournot entre
dos empresas i = 1,2 que eligen simultaneamente las cantidades que producen de
un cierto producto homogéneo (recuérdese el capitulo 3). Maximizan beneficios,
confrontando una funcién (inversa) de demanda lineal de la forma:

p=10— Q.

El coste medio de la empresa 1 es constante e igual a 2, y ello es un conocimiento
comun. El de la empresa 2 también es constante pero su verdadera magnitud es
informacioén privada, distribuyéndose a priori entre los valores 1 y 2 con igual proba-
bilidad. Calctlese el equilibrio bayesiano del juego.

Ejercicio 6.8 Considérese un contexto duopolistico como el del ejercicio 6.7 con una
funcién inversa de demanda (lineal) que viene dada por:

P(Q)=max {M —dQ, 0}, M,d>0.
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Las funciones de coste de cada empresa, también lineales, son del tipo
Ci (@) = ci gi-

El coste marginal de cada empresa puede tomar dos posibles valores ¢ > ¢ (¢ < M).
Cada empresa 7 estd informada de su propio coste ¢; pero desconoce el de su com-
petidora. A priori, las probabilidades independientes con que cada empresa tiene un
coste alto ¢® sonp, 0 < p < 1.

Modélese la situacion como un juego bayesiano, calctilese el equilibrio, y dis-
cttase su dependencia de p.

Ejercicio 6.9 Considérese un modelo de competencia ala Bertrand entre dos empresas
i=1,2, cuyas funciones de coste se suponen idénticas y del tipo:

Ci(g) =cq, c>0.
Por otro lado, la funcién de demanda qu afronta por cada empresa viene dada por:
Fi(plypz):K_pi+vpj: 7’1]=1,27J=3—Z

Asi como v > 0 se supone constante y conocido por ambas empresas, K puede
tomar dos valores diferentes: K, K® (K® > K”), con probabilidades ¢ y (1 — ¢)
respectivamente. (Podemos interpretar un valor alto de K como “buenos tiempos”
y uno bajo como “malos tiempos”.) Supondremos que la empresa 1 esta totalmente
informada del valor de K, mientras que la empresa 2 no tiene ninguna informacién
sobre ello a la hora de tomar su decisién de produccion.

Modélese la situacién como un juego bayesiano, calctilese el equilibrio y disctita-
se su dependencia de g.

Ejercicio 6.10 Considérese una situacién igual a la del caso anterior pero con una im-
portante diferencia: la empresa 1 (Ia informada) es la primera en mover. Por tanto, su
decisién, observada por la empresa 2, puede representar una sefial de su informacién
sobre las condiciones del mercado. Para simplificar el andlisis, consideraremos que
la decision de cada empresa se reduce a producir “agresivamente” (4) o “moderada-
mente” (M). La primera y la segunda de estas acciones, A y M, son respectivamente
decisiones dominantes en cada una de las dos condiciones de mercado, K* y K b
Por otro lado, cada empresa (en particular, la empresa informada) desearia que, en
cualquier caso, su competidora se comportara moderadamente en cualquiera de las
condiciones. Todo ello se puede representar mediante las dos siguientes tablas de
pagos:
2
A M

A 3,3 9,1

M 1,9 5.5
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A M
A 0,0 1,2

M 2,1 3,3

K=Kb"

Modélese como un juego bayesiano de “sefalizacién”. ;Existe un equilibrio
“revelador” (o “separador”), en el que, mediante su decisién, la empresa 1 revela a
la 2 las condiciones de mercado?, ;bajo qué condiciones? Discttase.

Ejercicio 6.11 Considérese el juego representado en la figura 6.4. Modélese como
un juego de sefializacién y verifiquese que existe un equilibrio que induce el vector
de pagos (2,2). Confirmese también que este equilibrio satisface el criterio intuitivo
introducido en la seccién 6.5. Sugiera finalmente una critica a este hecho.

Ejercicio 6.12 Considérese el juego representado en la figura 6.5. Modélese como un
juego de sefializacién y calctlense sus equilibrios en estrategias puras.

Ejercicio 6.13 Considérese el juego representado en la figura 6.6. Modélese como un
juego de sefializacién y calctilense sus equilibrios en estrategias puras.

Ejercicio 6.14 Considérese un contexto duopolistico en donde las empresas afrontan
una funcién inversa de demanda (lineal) que viene dada por:

P(Q) =max {M —@Q, 0}, M>0.
Las funciones de coste de cada empresa, también lineales, son del tipo
C; (gi) = qi,

lo cual es un conocimiento comun. A priori, el valor de M puede alcanzar uno de
los dos valores, M = 9 o M = 25, ambas posibilidades con idéntica probabilidad.
S6lo la empresa 1 es informada por la naturaleza del valor de M. Suponiendo que las
dos empresas toman sus decisiones de produccion de forma simultadnea, calctilese un
equilibrio bayesiano del juego inducido.

Ejercicio 6.15 Considérese ahora un contexto como el del ejercicio 6.14 pero con
la siguiente variaciéon: la empresa 1 decide primero, y a continuacién lo hace la
empresa 2 tras la observacion de la cantidad producida por la empresa 1 (pero sin
conocer todavia M).

(i) Formilese la situacién como un juego de sefializacién.
(ii) Determinese un equilibrio “separador”, en el que la empresa 1 elige una accién
distinta dependiendo de su tipo.
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(3,3)
(0, 0)

(0, 0)

t'(1/3) S

(0,0)

0,3)

t"(1/3)
3,0

2,2

t" (1/3) (0, 0)

(3,0

©,3)

2,2)

(=1,0)

1,1

t" (0.1) (=1, 1)

(-1,0)

Figura 6.5

(iii) ¢Existe algtn equilibrio “agrupador”, en el que la empresa 1 siempre elija la
misma accién? En su caso, especifiquese.
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(1,.2)
t' (0.5)

-1,3)

(3,2

2,0

Figura 6.6

Ejercicio 6.16 Dos individuos deben producir en comtn un cierto bien ptuiblico. Para
ello, cada uno de ellos ha de aportar una cierta cantidad de trabajo ¢; € [0,1]. La
productividad del agente 2 es un conocimiento ptblico, mientras que la del agente 1
es informacion privada. A priori, esta tiltima puede ser alta con probabilidad «, o baja
con la probabilidad complementaria. Una vez que cada agente ha decidido cuanto
aportar al proceso productivo, el trabajo es transformado en bien ptblico segtn una
tecnologia dada por las funciones de produccién

(0. 0,) = V26, + ¢, Si1 es productivo, o
i V{1 +¥¢;, en caso contrario

Alavista de las cantidades aportadas de trabajo y la consiguiente produccién de
bien publico, cada agente i obtiene unos pagos determinados por la funciéon U; (¢;,y) =
(1 == Zi) yz.

(i) Suponiendo que ambos agentes han de decidir simultdneamente el nivel de
trabajo que aportaran al proceso productivo, formalicese la situacién como un
juego bayesiano.

(ii) Definase y calctilese el equilibrio bayesiano del juego descrito.

(iii) Determinese cémo afecta un incremento de « (la probabilidad de que 1 sea
altamente productivo) a los niveles de trabajo decididos por cada individuo en
el equilibrio.

Ejercicio 6.17 Considérese un contexto como el del ejercicio 6.16, pero con la variacién
siguiente: el trabajador 1 mueve primero, y después lo hace el trabajador 2 tras
observar el nivel de trabajo contribuido por el 1.

(i) Formulese la situacién como un juego de sefalizacion.
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(ii) ¢Existe algtin equilibrio separador en el que el trabajador 1 elija un nivel de
trabajo distinto dependiendo de su tipo? En su caso, especifiquese.

(iii) ¢Existe algtin equilibrio agrupador, en el que el trabajador 1 siempre elija el
mismo nivel de trabajo, independientemente de su tipo? En su caso, especifi-
quese.



7. APLICACIONES III

7.1 Sefializacion en el mercado de trabajo

En linea con el influyente trabajo de Spence (1973), consideramos ahora un estilizado
modelo de sefializacién centrado en el mercado de trabajo. Verbalmente, el problema
estudiado es como sigue.

Considérense dos empresas idénticas que venden un cierto bien homogéneo
cuyo precio estd dado. Compiten en salarios por un tinico trabajador, cuya capacidad
s6lo es conocida por él mismo. A pesar de no observar la capacidad del trabajador, las
empresas si observan su nivel de educacién, para cuya adquisicion el trabajador ha
tenido que incurrir en un coste que depende de su capacidad. En concreto, se supone
que el trabajador disfruta de mayor facilidad en la obtencién de la educacién cuanto
mds capaz es. En este contexto, la cuestién planteada es la siguiente: ;es posible
observar (como equilibrio) una situacién en la que trabajadores de diferente capaci-
dad elijan (“sefialicen”) diferentes niveles de educacién? Si es asi, y la capacidad y
productividad de un trabajador estdn positivamente correlacionadas, aquél con un
mayor nivel de educacién obtendra mayores salarios en el equilibrio, incluso aunque
la educacién per se no tenga ninguna influencia en su productividad.

Para analizar estas cuestiones formalmente, planteamos un juego con las siguien-
tes cuatro etapas:

1. Lanaturaleza selecciona el “tipo” del trabajador, que se identifica con su “capaci-
dad” x. Esta puede ser alta (x = A) o baja (x = B) con probabilidades respectivas

py (1 —p).
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2. Una vez conocido su tipo, el (inico) trabajador determina su nivel de educacién,
n € R,.

3. Habiendo observado el nivel de educacion seleccionado por el trabajador (aun-
que no su capacidad) cada empresa i = 1,2 propone simultineamente un salario
respectivo w; € R,.

4. FEl trabajador elige la empresa en la que desea trabajar.

Tal como indicamos anteriormente, el problema planteado sélo es suficiente-
mente interesante si la educacién es una tarea menos costosa para el trabajador con
mayor capacidad. Denétese por c(x,n) la desutilidad experimentada por un traba-
jador del tipo x para alcanzar un nivel de educacién 7. (Esta desutilidad se supone
medida en los mismos términos monetarios en que se expresa el salario.) No serd
suficiente suponer que c¢(4,n) < ¢(B,n), esto es, que el tipo alto experimenta una
menor desutilidad de alcanzar cualquier determinado nivel de educacién n. También
serd necesario postular andloga asimetria sobre los costes marginales:

dc(A,n) . oc(B,n)

Vn >0,
= on on

donde la funcién se supone doblemente diferenciable. Por razones de conveniencia
técnica, también supondremos que la funcién ¢ (x, -) es estrictamente convexa:

5> s
c(x,m) .

o 0.

Vn >0,

Por otrolado, se postula que el nivel de educacién y la capacidad de un trabajador

determinan conjuntamente sus posibilidades de produccién, tal como viene refle-

jado por una cierta funcién f (x, ), que suponemos céncava. Naturalmente, también
damos por supuesto que

Vn >0, f(A,n)>f(B,n),

es decir, dado un mismo nivel de educacién, una mayor capacidad del trabajador
induce mayor productividad por su parte. Al hilo de lo ya avanzado, es importante
notar que no serd necesario suponer que la educacion afecta de forma estrictamente po-
sitiva a la productividad del trabajador, pues, incluso admitiendo que la educacion
pueda ser irrelevante para su productividad (es decir, que f (x, ) sea constante en ),
puede haber equilibrios del juego en que, debido a su virtualidad sefalizadora, cada
tipo de trabajador opta por un distinto nivel de aquélla. En ese caso, por tanto, se
acumula demasiada educacién (costosa e improductiva), en relacién con lo que seria
la cantidad 6ptima (nula) en condiciones de informacién completa.

Como primer paso, es ttil analizar como marco de referencia el caso en que la
capacidad del trabajador es conocida por ambas empresas. A continuacioén, com-
pararemos el equilibrio en esta situacién en condiciones de informacién completa
con el obtenido en el contexto original (con informacién incompleta).
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Supéngase, por tanto, que enriquecemos la informacién de las empresas en la
etapa (3) del juego, de forma que, con total simetria con el trabajador, conozcan per-
fectamente la capacidad de éste. En otras palabras, transformamos el contexto en
un juego con informacién completa (y perfecta, con la naturaleza como un jugador
mads). En ese caso, y una vez que el trabajador ya ha elegido su nivel de educacién n
en la etapa anterior, las empresas conozcan su potencial productivo f (x, 7). En esas
circunstancias, la competencia entre ellas presionara al alza los salarios hasta el nivel
w; =wp =w = f(x,n). Larazén para ello esta clara: dado que, naturalmente, el tra-
bajador decidird trabajar en la empresa que le ofrezca un salario mayor (por pequefia
que sea la diferencia), las empresas estan inmersas en un contexto de competencia
andloga a la de un duopolio de Bertrand (recuérdese la seccién 3.2). Ello las lleva a
presionar su participacién en el excedente a cero, concediéndoselo todo (esto es, el
valor total de la produccién menos el coste de la educacién) al trabajador.

Anticipando este hecho, enla etapa (2), el trabajador elegira el nivel de educacion
que resuelve:

Mnax FOem —clum,

cuya solucién, como funcién de x, se denotara por n* (x). Esta es la decisién que
prescribe el tinico equilibrio perfecto en subjuegos con informacién completa. Grafi-
camente, la situacién aparece ilustrada en la figura 7.1.

I,={w-c(A,n) =K}

Fo, ), IB:{u)—c(B,q):K}

WHA) froemmmremmnsnnnnnnnanes sy

Ny

3507 0 A . S

AB, )

W*(B) [r=-mngfrmmmm-

n*(B) 7 (A)

Figura 7.1. Separacién de tipos bajo informacién completa.
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Consideremos ahora el juego original con informacién incompleta descrito en
(1)-(4). Nuestro objetivo es calcular sus equilibrios de sefializacién, donde el concepto
descrito en la definicién 6.2 se adapta de una forma natural al presente escenario.!
Existen tres tipos de tales equilibrios: agrupadores, separadores e hibridos:

e En los equilibrios agrupadores las empresas son totalmente incapaces de dis-
criminar entre los trabajadores en funcién de su nivel de educacién: los dos
tipos seleccionan la misma educacién. Por tanto, después de observar ésta, las
empresas mantienen las probabilidades subjetivas iniciales p y (1 — p) de que el
trabajador sea de un tipo u otro.

e En los equilibrios separadores, cada tipo de trabajador elige un nivel distinto
de educacioén y, por tanto, una vez observado este nivel, las empresas pueden
inferir con exactitud la capacidad del trabajador. Estos equilibrios, por tanto,
separan los tipos.

e Finalmente, en los equilibrios hibridos, algtn tipo de trabajador selecciona su
educacién de forma aleatoria (es decir, juega una estrategia mixta) de forma que,
con cierta probabilidad, su educacién coincide con la del otro tipo. Por tanto,
después de observar este tltimo nivel de educacién, las empresas revisaran su
probabilidad a priori sobre cada tipo, aunque sin que esta revision sea tan drastica
como para que lleguen a estar completamente seguras del tipo de trabajador que
confrontan. Estos equilibrios representan, en un sentido heuristico, un tipo in-
termedio entre los equilibrios separadores y agrupadores: siempre se produce
una cierta revisién de la incertidumbre inicial, pero esta revisiéon puede ser in-
completa.

En general, el modelo genera una amplia multiplicidad de equilibrios de sefia-
lizacién. Sélo mediante el refinamiento de este concepto reflejado por el criterio
intuitivo —recuérdese la seccién 6.5— conseguiremos reducir mas adelante a s6lo
uno la profusién de equilibrios de sefializacién consistentes con el modelo.

Empezaremos con los equilibrios agrupadores. En ellos, por definicién, los dos

! Las diferencias entre el presente contexto y el descrito en la seccién 6.4 son de dos tipos.

Por un lado, el espacio de acciones es continuo. Ello no supone mds que una adaptacién de la
notacién al enfoque alli descrito (en particular, a la definicién 6.2), que también serd necesaria para las
restantes aplicaciones consideradas en este capitulo.

Por otro lado, en el presente contexto postulamos que hay dos agentes no informados (las em-
presas) que actiian simultdneamente una vez recibido el mensaje (el nivel de educacién) de la parte
informada (el trabajador). Las consideraciones son idénticas a las que surgen con un tinico agente no
informado, excepto por la posible heterogeneidad en sus acciones y percepciones. Prescindiremos de
esta posibilidad, centrdndonos en configuraciones simétricas para las dos empresas. Por tanto, for-
malmente, la situacién puede ser analizada como si el juego contara con s6lo un agente no informado,
lo que permite una directa aplicacion de la definicién 6.2.
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tipos eligen un nivel comun de educacién. Denotémoslo por 7, y sea u(x | n) la
probabilidad a posteriori (o percepcién) sobre el tipo x inducida por una educacién 7.
En ese caso, tendremos:

p(A|m) =p,

ya que, después de observar 7, la probabilidad a posteriori ha de coincidir con la
probabilidad a priori (las empresas no aprenden nada mediante esta observacion).
Por tanto, si denotamos por wy el salario ofrecido por estas empresas en el equilibrio,
éste ha de satisfacer:

wo =p f(A,m0) + (1 —p) f(B,m)

debido a la competencia “a la Bertrand” desarrollada entre las empresas, tal como
se describi6é mas arriba para el contexto con informacién completa. Para completar
la especificacién del equilibrio es necesario especificar cudles son las percepciones
“fuera de equilibrio” p (x | n) para n#ng. Circunscribiéndonos por simplicidad a los
equilibrios en los que las dos empresas sustentan las mismas percepciones, estas
percepciones han de ser capaces de racionalizar ofertas salariales que induzcan la
decisién agrupadora:
n=m K&=A4,B).

Una forma extrema y obvia de intentar conseguirlo es la siguiente:

n(A | m) = p; [7.2]
uw(A|n) =0 sin#np. [7.3]

Es decir, todos los niveles de educacién diferentes de 7 (incluso si son mayores
que €l) se interpretan como provenientes de un trabajador del tipo B. Ello resulta algo
“artificial”, pero no hay nada en el concepto de equilibrio de sefializacién que nos
impida esta eleccion (véase el ejercicio 7.4). Bajo estas percepciones, las empresas
han de ofrecer el siguiente salario contingente:

w (1) = wo; [7.4]
wm =f(B,n, n#mn. [7.5]
Ante esta estrategia de las empresas, el trabajador del tipo x resuelve el siguiente

problema de optimizacién:
Maxtw () — ¢ 06 n)

donde w (n) viene dado por [7.4]-[7.5]. Por tanto, para “cerrar” el cémputo del equi-
librio es necesario verificar que se satisfacen las siguientes condiciones:

vn Z Or wo —C(Avnﬂ) Z f(B777) . C(A77I)
VW Z O/ wo _C(an(]) Z f(B~77) - C(Bn)
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La primera desigualdad expresa la idea de que el trabajador del tipo A no ha
de tener una “desviacién beneficiosa” de g, dada la reaccion de las empresas [7.4]-
[7.5] inducida por las percepciones [7.2]-[7.3]. La segunda desigualdad expresa una
condicion similar para el trabajador del tipo B. En la figura 7.2 se muestra un equi-
librio de este tipo para una determinada configuracién de los datos del problema.

f(A, )
Ia
/
/7
), w ’
Ip P
1 pf(A, )+ 1 -p) f(B, )
/, =z
’ g
7 it s
/ o L
/’ S
e e = ;
0 i B ,, 7, f(B,-)
AR s
4 '
7 1]
& L]
7’ '
N H
7 . ) :
: .
o

Figura 7.2. Equilibrio agrupador.

La figura 7.2 ilustra que, en ocasiones, existirdn una gran cantidad de equilibrios
agrupadores. Asi, estd claro que dada la configuracion representada en esta figura
(esto es, las “curvas de indiferencia” de los trabajadores, las funciones de produccién
y las probabilidades a priori), es posible construir (dentro de un cierto margen) equi-
librios agrupadores a niveles de educacién por encima o debajo de 7. Sin embargo,
dependiendo de cudl sea la configuracién subyacente, es facil también comprobar
que puede no existir ningtin equilibrio de este tipo. (Véanse los ejercicios 7.1y 7.3.)

Pasamos ahora a discutir los equilibrios separadores. Abordamos primero el
analisis cuando:

f(B,n"(B)) —c(B,n"(B) > f(A,n" (4) — c(B,n" (A), [7.6]

y, por tanto, con informacién completa, el trabajador del tipo B “no envidia” al de
mayor capacidad A. Es decir, aunque el trabajador de tipo B pudiera exigir ser tratado
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de la misma forma que el de tipo A (esto es, obtener el mismo salario f (A,7n* (4))
con un nivel de educacién * (A4)), preferiria elegir el nivel de educacién n* (B) y ser
retribuido con arreglo a su productividad real f (B,n* (B)). En esas circunstancias,
hay un obvio equilibrio separador en el que:

n)=1n"(K) =A,DB),
wm =f(B,n sin<n (A, [Z7]
wm =f(A,n) sin>n"(4),

apoyado en las percepciones siguientes:

p(Aln) =0 sin<n*(A);
p(A|n) =1 sin>n*(4).

La figura 7.3 ilustra este equilibrio. (Compaérese con la figura 7.1.)

1,
f(X7 ')7 ! ; //
IB ’ 7
: o A
I -
. il T st L
= P :
——————— 5 E
// E AB, )
’ '
/, E
w*(B) = w(B) pr====gfr-==== . E
H ‘ »
na(-(B) =n(B) nx-(A) = 77(A)

Figura 7.3. Equilibrio separador sin “envidia”.

La situacién mads interesante se plantea cuando la condicién [7.6] no se satisface.
En ese caso, un patrén de comportamiento como el descrito por [7.7] no puede ser de
equilibrio: el trabajador del tipo B preferiria seleccionar la educacién 6ptima elegida
por el tipo A (sufriendo con ello un incremento de coste ¢ (B, n* (4)) — ¢(B,n* (B)))
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con tal de obtener un salario igual a w(A) = f (A, n* (4)). Ello induciria que las em-
presas no ofrecieran ese salario (ofrecerian por el contrario w’ = (1 — p) f (B, n* (4)) +
pf (A, n* (A))), con lo que la configuracién indicada no podria sostenerse en el equi-
librio.

Se concluye por tanto que si, bajo informacién completa, se da una situacién
de “envidia” por parte del tipo B, el tipo A habra de incurrir en un cierto coste
(en particular, aumentar su educacién por encima del nivel éptimo 7* (A4)) si quiere
asegurarse de que el trabajador de tipo B juzgara desventajoso imitarle. El minimo
nivel de educacién 7 que lo consigue es el que satisface la siguiente ecuacién:

fF(B,n"(B)) —c(B,n"(B) = f(A,7) —c(B,7). [7.8]

Es decir, la separacién requerird un nivel minimo de educacién 7 por parte del tipo A
tal que si las empresas pagan un salario asociado igual a f (4, 77) —la productividad
correspondiente a un trabajador del tipo A— el trabajador de tipo B juzga este mayor
salario y su coste asociado (mayor que el del tipo A) equivalentes al inferior salario
inducido por su productividad real y el menor nivel de educacién n* (B).

Vinculado al nivel de educacién 7 determinado por [7.8], tenemos el siguiente
equilibrio separador para el contexto con “envidia”:

n(B) =n"(B)

(4) =17
T e ] [7.9]
w) =f(B,n) sin<q
w) = f(A,n) sin=>,

sustentado en las percepciones siguientes:
(Alm=0 sin<q
p(Aln n<i [7.10]

pw(Aln)=1 sin>n.

Por tanto, en este equilibrio separador, si bien el tipo B elige su nivel 6ptimo de
educacién n* (B), el tipo A distorsiona al alza su decision (7 > n* (A)) para disuadir
al tipo B de que lo imite. La figura 7.4 ilustra graficamente la situacién.

Proseguimos con un caso hibrido de los dos anteriores. En particular, estamos
interesados en equilibrios en donde uno de los tipos de trabajador no juega una
estrategia determinista sino que aleatoriza su decision (esto es, juega una estrategia
mixta) entre un nivel de educacién que le separa del tipo alternativo y otro que
no. Como sabemos, en ese caso, al trabajador en cuestién le ha de ser indiferente
cualquiera de las realizaciones de su aleatorizacion.

De las muchas clases de equilibrio hibrido que se pueden considerar, nos cen-
traremos en s6lo una de ellas. En concreto, supondremos que, mientras que el traba-
jador del tipo A siempre selecciona un nivel fijo de educacién, el de tipo B aleatoriza
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Figura 7.4. Equilibrio separador con “envidia”.

entre el nivel de educacién elegido por el de tipo A y otro alternativo con ciertas
probabilidades a y (1 — «), respectivamente.

En la clase de equilibrios hibridos considerados, hay una cierta probabilidad
(1—a) > Oconlaqueeltipo Bseseparadel tipo A, eligiendo un nivel de educacién que
solo este tipo elige. Por lo tanto, tras observar este nivel de educacién, las empresas
saben con certeza que la capacidad del trabajador es baja y, por consiguiente, le
ofreceran un salario igual a su productividad real. Claramente, todo ello implica que
el tiinico nivel de educacién con el que el tipo B querrd separarse en el equilibrio es
n* (B).

Por otrolado, con una cierta probabilidad o > 0, el trabajador de tipo B se agrupa

con el otro tipo. Sea 7) el comiin nivel de educacién en este caso. Obviamente, ha de
ocurrir que w (7)) < f(A,7), pues cuando las empresas observan 7, su percepcién
de encontrarse frente a un trabajador de tipo A tiene que ser menor que 1, ya que «
es positivo. En particular, por la regla de Bayes, esta probabilidad ha de ser:
—
p+(1—-pa
Por tanto, el salario pagado por las empresas en el equilibrio para el nivel de educa-
cion 7) ha de ser:

p(A | #) = =q [7.11]

w@=qfAMN+0—q fB,7) < fAD. [7.12]
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Como 7* (B) y 7 han de ser indiferentes para el trabajador de tipo B, también se ha
de cumplir lo siguiente:

w@ —c(B,7) = f(B,n"(B) —c(B,n* (B)) [7.13]

Sustituyendo [7.12] en [7.13], podemos determinar el valor de 7 asociado a cualquier
valor de ¢ (a su vez inducido por un correspondiente valor de « a través de [7.11]).

Todo ello nos lleva a definir un equilibrio hibrido asociado a cualquier a > 0
arbitrario de la forma siguiente:

n(A4) =#;
n(B) = n*(B) con probabilidad (1 — «)
TR g con probabilidad o

wm=qfAnN+1—-¢q f(B,n sin=17
w(n) =f(B,n) sin#p

que puede ser sostenido, por ejemplo, mediante las siguientes percepciones:

p(A|n) =0, sin<p
p(Aln) =q, sin>a,

es decir, por simplicidad, consideramos la formulacién extrema en que cualquier ni-
vel de educacién distinto de 7 se interpreta por parte de las empresas como una accién
elegida por parte del trabajador de tipo B. La figura 7.5 ilustra este equilibrio.

Finalizamos nuestra discusién del modelo de Spence mostrando que, cuando
aplicamos el criterio intuitivo propuesto por Cho y Kreps (1987) para refinar los
distintos equilibrios descritos mas arriba (en el contexto con “envidia”), sélo uno
de ellos supera este criterio: el equilibrio separador dado por [7.9]-[7.10]. En este
contexto, por tanto, este refinamiento es completamente efectivo para solucionar el
problema de multiplicidad de equilibrios resultante del modelo.

Iremos descartando cada uno de los posibles equilibrios que no sean el men-
cionado. Primero, nos centramos en un equilibrio separador cuyo nivel de edu-
cacion 7 (A) para el agente de tipo A satisface n (A) > 7. Este equilibrio requiere que
las percepciones verifiquen:

Al <1, a<n<n(d), [7.14]

ya que, si ocurriera que
I elnnA):ulA|n=1

entonces
w(m) = f(A,7)
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Figura 7.5. Equilibrio hibrido.

y el tipo A querria desviarse a ese nivel de educacién 7#7(A). Sin embargo, las
percepciones descritas en [7.14] son inconsistentes con el criterio intuitivo, yaquetodo
n > fjesunnivel de educacién dominado para el trabajador de tipo B, sean cuales sean
las percepciones que las empresas tengan tras esta desviacion del supuesto equilibrio.
En otras palabras, ni siquiera el salario méximo que las empresas ofrecerian si suponen
que el trabajador es de tipo A es suficiente para compensar al tipo B por un nivel de
educacién mayor que 7.

De forma algo mds general, un argumento analogo al que acabamos de describir
implica que si 7, denota el pago de un trabajador de tipo h = A, B en el equilibrio, la
consistencia con el criterio intuitivo requiere:

ma 2 f(A7) —c(4,7), [7.15]

pues, si no fuera asi, existiria una desviacién por parte del tipo A hacia algun n" > 7
tal que
fF(An) —c(An) >ma
f(An) —c(B,n) < fAn"(B) —c(B,n*(B) < mp
lo que implicaria que
p(Bla)=0
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y, por tanto,
wn) = f (A7),
con lo que

w) —c(A,n)) > 74,

y refuta la hipétesis de equilibrio.

Basdndonos en estas consideraciones, argumentamos a continuacién que pode-
mos descartar directamente como intuitivos equilibrios de tipo agrupador o hibrido.
Supdngase primero que p es relativamente bajo de forma que la curva

{,w):w=pfAN+0—p) f(B,n}

estd por debajo de la curva de indiferencia 74 del tipo A que pasa por el punto
(@, f (A, 7)) —véase la ilustracion de esta situacién contenida en la figura 7.6.

1
A, -

HA G Jrrmmmmmmemeraemmmmnnmnomrmnecans

~

R R L P L P PP LR TP EEEET) CEE TR T

pfl4, )+ 1 -p) fB, )

AB, )

Figura 7.6. Imposibilidad de un equilibrio agrupador “intuitivo”, p alto.

En ese caso, no puede existir un equilibrio agrupador, ya que la combinacién
(no, wo) en la que se produciria el agrupamiento (recuérdese la figura 7.2) ha de satis-
facer:
pf(A,m)+ (1 —p) f(B,m) = wp
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y se violaria [7.15] ya que la curva de indiferencia /4 no intersecta a la funcion
pf(A)+A—p)f(B,).

Igual ocurre, en el contexto considerado en la figura 7.6, con un equilibrio hibrido
donde sea el trabajador de tipo A el que aleatorice su decisién. Pues, en ese caso,
el salario de equilibrio asociado al nivel de educacién de agrupamiento ha de estar
sobre la funcién q f(A,n) + (1 —¢q) f(B,n), con ¢ < p. Si, alternativamente, es el
trabajador de tipo B el que aleatoriza su decisién entre n*(B) y un cierto 7 (el ni-
vel de educacién elegido por el tipo A con probabilidad 1) se sigue, por el usual
requisito de indiferencia exigible de una estrategia mixta de equilibrio, que:

f(B,n"(B)) —c(B,n"(B) =& — (B, %)

donde
O=qfAN+A—¢q f(B,7H).

Ya que, por definicion de 7, tenemos:
f(B,n"(B) —c(B,n"(B) = f(A,7) — c(B,7),
el supuesto [7.1] implica
O—cA, =74 < f(A 7 —c(B,7H),

que de nuevo supone una violacién de [7.15].

Finalmente, descartamos la posibilidad de que un equilibrio intuitivo sea agru-
pador o hibrido cuando p es relativamente grande. Considérese, por ejemplo, una
situacién como la ilustrada en la figura 7.7, en donde la funcién pf(A,-)
+(1 — p) f (B, -) intersecta a la curva de indiferencia del tipo A que pasa por el punto
(@, f (A, 7).

Nos centramos en descartar un equilibrio agrupador, relegando la consideracién
de las dos clases distintas de equilibrio hibrido para el ejercicio 7.10. En la presente
situacién, siempre existe un tramo de niveles de educacién entre ' y n’’ tal que,
si el trabajador de tipo A selecciona un nivel de educacion 7 en ese tramo (esto es,
n' < # < n"), consigue desmarcarse del tipo B a través del argumento que subyace
en el criterio intuitivo. En particular, el equilibrio agrupador en cuestion no satisface
el criterio intuitivo, ya que:

1. El tipo B siempre estaria peor que en el equilibrio tras seleccionar un nivel de
educacién 7 € (', n""), incluso aunque las empresas le consideran de tipo A con
probabilidad 1 (el mejor de los casos posibles).

2. Si, por lo anterior, las percepciones de las empresas incorporan p (A4 | 7)) = 1, el
correspondiente salario ofrecido por ellas tras observar 7), @ = f (A | ) induce
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Figura 7.7. Imposibilidad de un equilibrio agrupador “intuitivo”, p bajo.

una utilidad para el trabajador de tipo A, & — f (4 | #), mayor que la obtenida en
el equilibrio, wy — ¢ (A4, np) .

Concluimos, por tanto, que tras la aplicacién del criterio intuitivo para el re-
finamiento de percepciones fuera del equilibrio sélo persiste aquel que en verdad
habriamos de concebir como mads intuitivo, pues es el equilibrio en el que los agentes
utilizan integramente el potencial senalizador (esto es , “separador”) que permite el
marco estratégico considerado.?

7.2 Mercados de seguros y seleccion adversa*

Consideramos ahora un modelo que tiene ciertas similitudes formales con el contexto
de sefializacién estudiado en la seccién 7.1, pero que también presenta importantes
diferencias. Fue propuesto originalmente por Rotschild y Stiglitz (1976) para es-
tudiar la competencia en mercados de seguros cuando las empresas aseguradoras
tienen informacién sélo imperfecta (y asimétrica) sobre las condiciones subyacentes

2 Nétese, sin embargo, que puede muy bien ocurrir (como, por ejemplo, en el contexto reflejado
en la figura 7.7) que los dos tipos de individuos preferirian no utilizar este potencial sefializador; esto
es, ambos preferirian adoptar la misma decisién en un equilibrio agrupador (no intuitivo).
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de riesgo de los posibles asegurados. El hecho de que individuos sujetos a diferen-
tes condiciones de riesgo puedan subscribir la misma péliza (afectando con ello de
forma crucial al beneficio de las empresas aseguradoras) suscita importantes consid-
eraciones de seleccion adversa. Como veremos, sus implicaciones sobre el mercado
(en particular, sobre la posibilidad de sustentar de forma estable ciertas pélizas “de
equilibrio”) pueden ser muy negativas.

Sean dos empresas y un individuo, este tltimo sujeto a la posibilidad de un
accidente. El accidente ocurre con una cierta probabilidad exégena, que viene de-
terminada por las condiciones especificas de riesgo del individuo en cuestién. En
contraste con la estructura de interaccién descrita en la seccién 7.1, aqui supondremos
que son las empresas las que abren el juego, tomando (simultdneamente) la decision
de ofrecer sus respectivos “mentis” de contratos. Los contratos son pélizas de seguro,
que determinan la prima a € R, que la empresa requiere en caso de que se 1o se
produzca el accidente (que se denominard estado 6;), a cambio de la indemnizacién
B € R, que ofrece en caso de que si se produzca (estado 6,). Conocidas las ofertas de
ambas empresas, es entonces el individuo el que elige la péliza que mas le interesa en
funcién de sus condiciones particulares de riesgo, alto o bajo. Estas condiciones son
conocidas sélo por él, aunque las probabilidades a priori con las que se determinan
si se supone que son un conocimiento comun a todos los agentes (en particular, las
empresas aseguradoras).

Mais formalmente, la estructura del juego esbozado entre el individuo y las dos
empresas se puede descomponer en las siguientes etapas:

(i) Lanaturaleza selecciona el “tipo” del individuo, es decir su nivel de riesgo, que
puede ser Alto (A) o Bajo (B). Las probabilidades de cada caso son p y (1 — p),
respectivamente.

(ii) Sin conocer el tipo del individuo, cada empresa i = 1,2 ofrece simultdneamente
un conjunto (finito) de pélizas J; = {(auk, Bir) }1; C R?2, cada una de ellas con
la interpretacion arriba descrita.

(iii) En funcién de su tipo, el individuo subscribe una de las pélizas ofrecidas.

Como es habitual, supondremos que las preferencias del individuo son repre-
sentables mediante una funcién de utilidad Von Neumann-Morgenstern U(-). Esta
funcién estd definida sobre el espacio de loterias del tipo L = (p, Wi, W), donde:

e p € [0,1] es la probabilidad de accidente;
e W es la riqueza resultante en el estado 6; (cuando el accidente 1o ocurre);
e W, es la riqueza en el estado 6, (cuando el accidente si se produce).
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Para cualquier loteria L con la estructura indicada, la utilidad esperada del in-
dividuo se determina como sigue:

UWL) =0 —p V(W) +pV(Wy),

donde V : R, — R esla funcién elemental definida sobre niveles de riqueza. Supon-
dremos que V(:) es diferenciable y estrictamente céncava, de forma que el individuo
siente aversion al riesgo.

Sean (W;, Wa), Wy > W, los niveles de riqueza obtenidos respectivamente en los
estados 6, y 6, cuando el individuo no se asegura. Por otro lado, denotemos por pA
y B (p? > pP) las probabilidades de accidente de cada uno de los dos tipos, Ay B.
Una vez especificados estos parametros del modelo, la estructura descrita en (i)-(iii)
define un juego bayesiano dindmico con las empresas y el individuo como jugadores.
Para cada empresa ¢ = 1,2, sus estrategias consisten en la especificaciéon de un menu
de pélizas J; que ofrece al individuo. El conjunto de tales mentis se denota por 7.
Para el individuo, por su parte, su estrategia es una prescripcion sobre la pdliza que
debe elegir de entre las ofrecidas por las empresas, una vez conocido su tipo. Sea ®
el conjunto de reglas de decision de la forma

¢: T x T —R?,

donde para cada par de menis ofrecidos por las empresas, J; € Jy J, € J,
#(J1, J2) € J1 U J,. Con esta notacion, la estrategia del individuo se formaliza como
una funcién

¥i O — P

talque, paracadad € © = {61, 6,},v(0) eslaregla de decision elegida por el individuo.

El andlisis se centrara en los equilibrios bayesianos perfectos del juego postulado.
En el presente contexto (recuérdese la nota 7 del capitulo 6), un equilibrio bayesiano
perfecto es simplemente un equilibrio bayesiano (J;', J5°, v*) con el requisito adicional
de que, para cada 6 € ©, v*(0) debe ser una regla de decisién ¢ que elige una pdliza
Optima para cada par (J;, J,) —es decir, no sélo para (Jf, J3'). Nétese que, en contraste
con el contexto de sefializacioén estudiado en la seccion 7.1, el equilibrio no requiere
la especificacién de percepciones (dentro o fuera del equilibrio). Ello es debido a
que, en el presente escenario, los agentes no informados (las empresas aseguradoras)
mueven primero en el juego. Por ello, su “percepcién” sobre el tipo de individuo con
el que tratan ha de coincidir con las probabilidades a priori (p, 1 — p).

Por otra parte, restringiremos nuestra atencién a equilibrios bayesianos perfectos
en estrategias puras (EBPP). Tal restriccion no sélo simplificara sustancialmente el
andlisis. También serd esencial para alguna de nuestras conclusiones (por ejemplo,
subyace crucialmente en los problemas de existencia suscitados méas adelante).
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Una primera conclusion, aplicable a todos los EBPP, tiene importantes consecuen-
cias sobre el andlisis del modelo: en cualquiera de ellos, las empresas han de obtener
beneficios nulos. Para confirmar la validez de esta afirmacién, supéngase que, por
el contrario, hubiera algtin EBPP en donde las empresas obtuvieran unos beneficios
agregados # > 0. Sean x* = (o, 64) y x® = (a®, 8®) las dos pélizas (no necesa-
riamente distintas) subscritas por los tipos A y B en este EBPP. Considérese ahora
la empresa que, en ese equilibrio, obtiene beneficios esperados no mayores que 7/2.
Esta empresa puede desviarse y ofrecer unas pélizas alternativas 3 = (&4,34) y
%8 = (a®,BB)cona? = a?yaP = of pero 4 = pA+e, BB = BB +¢, paraalgtine > 0
arbitrariamente pequefio. Obviamente, estos contratos alternativos serian subscritos
por los dos tipos de individuo en vez de los originalmente ofertados. Por tanto, tras
la desviacion, la empresa en cuestion obtendria unos beneficios esperados arbitrari-
amente cercanos a 7, si € se elige suficientemente pequefio. En particular, podria
garantizarse que estos beneficios fueran mayores que /2, lo que contradice que la
configuracién original fuera de equilibrio.

Como referencia de comparacion, resulta ttil analizar primero el caso més sen-
cillo en donde no existe informacién asimétrica genuina entre las empresas y el indi-
viduo. (A este respecto, seguimos una linea de andlisis paralela a la desarrollada en
la seccién 7.1.) Una forma sencilla de hacer ese supuesto de informacién completa
operativo es admitir, por ejemplo, que p € {0,1}. En ese caso, las empresas tienen
la total certeza del tipo de individuo con el que tratan —digamos, por concrecion,
que p = 1, con lo que las empresas estdn seguras de hallarse ante un individuo de
tipo A. Dado que en el equilibrio los beneficios esperados han de ser nulos, la péliza
subscrita por el individuo ha de pertenecer al conjunto:

HA = {x = (0,0 : a(1 - p*) = Bp*}. [7.16]

Estas pdlizas son aquellas que “transforman” pagos referidos al estado 6; en ingresos
correspondientes al estado 6, a la tasa (1 — p)/p*. O, equivalentemente, son aquellas
que transforman la configuracién original sin seguro (W;, W,) en las configuraciones
(W1(a), Wa(a)) que, parametrizadas por «, se determinan de la forma siguiente:

Wila) = Wi — «
1—pA

Wz(a) = Wz + pA

Q.

Argumentamos ahora que, de todas las pélizas y que pertenecen a H* en [7.16],
solo la poliza que asegura totalmente al individuo puede formar parte de un equilibrio:
es decir, la péliza de equilibrio x* = (a*, 8*) ha de satisfacer:

Wi(a®) = Wa(a®),
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donde:
o = (W — Wy) p [7.17]
y, correspondientemente:
B* =1 — pMHW — Wy). [7.18]

Todo ello se basa en la observacion de que las curvas de indiferencia del individuo
—definidas en el espacio de riquezas (W, W,)— tienen pendiente distinta de —(1 —
p)/p? en todo (W;, W,) donde W; # W,. Por consiguiente (véase la figura 7.8, en
donde las pélizas se representan en el espacio (W;, W) en términos del perfil de
riquezas inducido), si x = (o, ) € H? pero a# a*, existe una péliza x’' = (¢, #') que
satisface las dos siguientes condiciones:

W,

—(1-p*/p*

w.

Figura 7.8. Equilibrio en mercado de seguros bajo informacién completa.
A= pHVIW — o)+ p VI +8) > A — pH) VW) + p? V() [7.19]

1-pMad —pF >0. [7.20]
Por [7.19], el individuo prefiere la péliza x a x. Por [7.20], la empresa que se desviara
hacia la péliza x’ obtendria beneficios esperados positivos si el individuo la subscri-
biera. Combinando ambas consideraciones, se concluye que sélo x* es una pdliza de
equilibrio, y con ella el individuo se asegura 6ptima y totalmente.
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Consideramos ahora el caso mds rico e interesante en donde la informacién
es genuinamente asimétrica entre el individuo y las empresas, esto es, p € (0, 1).
Estructuramos el andlisis en tres partes. Primero, mostramos que no hay ningdn
EBPP en donde los dos tipos se agrupen y subscriban una misma péliza. Segundo,
identificamos el tinico tipo de configuracion separadora que es susceptible de ser
de equilibrio. Finalmente, describimos algunas situaciones en las que este tipo de
configuracién no puede ser un equilibrio; por tanto, no existe ningun EBPP.

(@) No existe ningiin EBPP que sea agrupador.

Razonando por contradiccién, supéngase que existiera un EBPP agrupador
donde los dos tipos eligieran la misma péliza x = («, 8). Como todo equilibrio ha de
reportar beneficios esperados nulos, x ha de satisfacer:

a (1 —p(p) = B p(p)

donde p(p) = pp? + (1 — p) p® es la probabilidad de accidente cuando se desconoce
el tipo del individuo y se atribuye a cada uno de ellos, A y B, las probabilidades
respectivas p y (1 — p). Considérese el par de riquezas (W;(x), W»(x)) inducido por
esta poliza:
Wil) =Wy — a
1 —p(p)
p(p)

En el punto (Wi(x), Wa(x)), las preferencias del tipo A inducen una relacién
marginal de substitucién menor, en valor absoluto, que la de B, ya que, para cada
¢ = A, B, éstas vienen dadas por

Wz(X)=W2+ﬂ:W2+

.

1= VG
pt VWL ()

Maés atn, dado que

se sigue que existe una poéliza x’ = (¢/, 8') tal que (véase la figura 7.9):

A—pH VW — )+ p VI +8) < 1 = pH VIR — )+ p2 VIR +8)  [7.21]

A-—B)YVO =)+ P VL +8) > Q1= pP) VI — ) + )P V(WL + 8)  [7.22]

A—p2)e —p= 8 =0 [7.23]
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Figura 7.9. Inexistencia de equilibrio agrupador en mercado
de seguros bajo informacién incompleta.

Por[7.21], los individuos de tipo A no subscribirdn la poliza x’ sila péliza original
estd disponible. Sin embargo, por [7.22], un individuo de tipo B si prefiere la pdliza
x' a x siambas son ofrecidas. Ello implica que hay una empresa que puede desviarse
ofreciendo la péliza x’ y con ello captar todos los individuos de tipo B y sélo los de
este tipo. Por tanto, en vista de [7.23], obtendra beneficios esperados positivos, lo
que contradice que la situacién original pudiera ser un EBPP.

(b) Una inica configuracion separadora susceptible de definir un EBPP.

Por la discusién anterior, sabemos que todo EBPP ha de ser separador, in-
duciendo a que cada tipo de individuo elija una péliza diferente. Denétese por
x? y x® las pélizas elegidas por cada tipo respectivo en ese hipotético equilibrio.

Primero argumentamos que x” = (o?, ) ha de coincidir con x* = (o*, 3*)
donde o* y 8* estan dadas por [7.17] y [7.18], respectivamente —esto es, el tipo A
se asegura de forma completa en el equilibrio. Pues, supéngase por el contrario
que x2#x*. En ese caso, dado que ¥4 € g (por la condicién de beneficios nu-
los en el equilibrio separador), se sigue que W;(a?)# Wa(a®). Tal como fue expli-
cado mads arriba, ello implica que las curvas de indiferencia del tipo A en el punto
(Wi(a™), Wa(a™)) tienen una pendiente distinta de —(1 — p*)/p” y ha de existir, por
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tanto, una poliza x’ = (o/, 8’) para la que

A—pMHVIH =)+ pA VIR +8) > (1 — p) V(WL — a?) + pA V(IR + 84)

Vo< pt, A—pa —pg >0. [7.24]

Por tanto, cualquier empresa que se desviara hacia x’ obtendria beneficios espe-
rados positivos, mayores que los beneficios (nulos) obtenidos en el supuesto equilib-
rio. Y ello es asi, por [7.24], aunque tanto los individuos de tipo A como los de tipo
B subscribieran la nueva pdliza.

Una vez fijado que x* = x*, pasamos a determinar como ha de ser la péliza
xZ = (@B, 37) en un EBPP separador. De nuevo, la condicién de beneficios nulos en
el equilibrio requiere que

XZ € B = {x=(a,0) : a1 - pP®) = p"}.

Mostramos a continuacién que, entre todas las polizas que pertenecena H?, podemos
descartar todas menos una que denotaremos por k. Asi, sea x = (&, ) la tinica poliza
en H? que satisface:

1=pM VI —a)+p VI +8%) =1 — pY) V(W — &) + p2 V(W — B).
Si o > &, tendriamos:
(11— pH) V¥ — B+ pA VL +8B) > (1 — p) VL — ™) + p VW, + 8%), [7.25]

con lo que las pélizas x* y xZ no separarian los tipos.

Por otro lado, si of < &, llegariamos a la desigualdad opuesta a [7.25], con lo
que la situacioén seria en principio consistente con un equilibrio separador. Mas un
argumento analogo al ya utilizado anteriormente indicaria la existencia de una péliza
x' = (a/, ) que verifica:

A—pMHVIH — )+ o VIR +8) < (A — pHY V(W — a*) + p VI, + 8%)
(1 —pBYV# — )+ B VAL + ) > (1 — pB)v(in — oB) + pP VW, + B)
a—-pP) o —pPp >0

Todo ello implica que una empresa que ofreciera la péliza x’ induciria a un individuo
de tipo B a subscribirla (y sélo a él), con lo que obtendria beneficios esperados posi-
tivos. Ello contradice que xZ pueda ser la péliza subscrita por el individuo de tipo
B en el equilibrio.
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De lo anterior, concluimos que existe una tnica configuracién susceptible de
formar parte de un EBPP en el contexto descrito. En esta configuracion, los dos tipos
Ay B se “separan” a través de las polizas x4 = x* y xB = %, tal como aparece
ilustrado en la figura 7.10.

w,

—-(1=p)/p
_( l_pA)/pA

Figura 7.10. Equilibrio separador en mercado de seguros bajo
informacién incompleta.

(c) Posible inexistencia de un EBPP (separador).

El argumento explicado en (b) indica que todo potencial EBPP ha de ser un
equilibrio separador en donde las tinicas pdlizas relevantes ofrecidas por ambas em-
presas son x* y X. Sin embargo, el que esta situacién se confirme como un equilibrio
depende de p, la probabilidad de que un individuo sea de alto riesgo. Si p es sufi-
cientemente grande, tenemos la situacién descrita en la figura 7.10 y el par de pélizas
(x*, x) ofrecidas por las dos empresas en la primera fase del juego en verdad induce
un EBPP.

Por el contrario, si la situacién es como se ilustra en la figura 7.11 y p es relati-
vamente pequeflo, este tinico equilibrio potencial no es de hecho un equilibrio. Por
tanto, en vista de la discusion llevada a cabo mas arriba, el juego no tiene ningiin
EBPP.
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W,

Figura 7.11. Inexistencia de equilibrio separador en mercado
de seguros bajo informacién incompleta.

Considérese, por ejemplo, qué ocurriria en este caso sialguna empresa se desviara
del hipétetico equilibrio y ofreciera la péliza x’ = (o', #'). Tras esta desviacion, todos
los individuos, tanto de tipo A como B, prefirfan x’ a sus respectivas pélizas, x* y
xB. Ademds, la empresa obtendria beneficios esperados positivos ya que:

1 —pp) o’ —plp) B’ > 0.

Por tanto, tal desviacion del potencial equilibrio seria beneficiosa para la empresa en
cuestion, lo que descarta que el par de pélizas (x*, k) pueda formar parte de un EBPP.

Podemos interpretar estos problemas de existencia como derivados de la ex-
ternalidad negativa que los individuos de alto riesgo ejercen sobre el mercado. Si
la probabilidad de que un individuo sea de alto riesgo es muy significativa (figura
7.10), el mercado se adapta a ello y ofrece unas condiciones de separacion (con seguro
parcial) al tipo B que no se pueden destruir mediante contratos agrupadores. Esto es
una consecuencia de que la probabilidad media de accidente es tan alta que cualquier
agrupacién de tipos ofreceria condiciones no aceptables para el tipo B.

Por el contrario, si el tipo de individuo es de bajo riesgo con alta probabilidad
(figura 7.11), la separacién requerida en cualquier equilibrio (recuérdese el apartado
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(b)) se puede destruir mediante el agrupamiento de los tipos en un contrato que ambos
prefieren a la separacién. De nuevo, esto es una consecuencia de que, a diferencia del
caso anterior, la probabilidad media de accidente es suficientemente baja para hacer
factible y atractivo un seguro agrupador. En estas circunstancias, la externalidad
negativa de los “pocos” individuos de tipo A sobre la “mayoria” de tipo B es tan
grande que hace inviable el equilibrio.?

7.3 Modelos de subasta y el Principio de Revelacion

7.3.1 Subasta entre compradores

Consideremos un cierto bien indivisible cuyo propietario decide venderlo en ptiblica
subasta. Hay dos individuos interesados en este bien, identificados por el subindice
i =1, 2. La subasta sera del tipo conocido como de “primer precio”. (Véase el ejercicio
7.17, donde se introduce una subasta de “segundo precio”.) Esto es, los dos indivi-
duos introducen sus ofertas en un sobre cerrado que entregan al vendedor. Este los
abre subsiguientemente, y concede el bien al mejor postor por el precio indicado en
su sobre. En casos de igualdad de ambas ofertas, el bien se concede aleatoriamente
a unos de los individuos, a cada uno con igual probabilidad.

Dendtese la valoracién del bien por parte del individuo : por v;. Por simplici-
dad, suponemos que v; € [0,1]. Cada individuo i = 1,2 conoce su propia v; pero
desconoce la de su oponente v;, j#i. S6lo sabe, y esto es un conocimiento comiin, que
cada valoracion se ha determinado ex ante de forma aleatoria e independiente con
distribucién de probabilidad uniforme sobre todo el intervalo [0, 1] .

El contexto descrito se puede formular como un juego bayesiano simulténeo.
En €], el tipo de cada jugador se identifica con su valoracién v;. Es decir, T; = [0, 1]
para cada i = 1,2. El espacio de acciones A; son las posibles ofertas “simultdneas” de
los agentes. Sin pérdida de generalidad, podemos elegir A; = [0, 1]. La naturaleza,
por su parte, selecciona los tipos de los jugadores (v, v2) con densidad P (vq, v;) que
es uniforme en el cuadrado [0, 1]*. Finalmente, las funciones de pagos ; (-) vienen
definidas de la siguiente forma:

v; — a;, Sla; > aj
Lizdi Sia,;zaj i,93=1,2 ‘]#Z
0, sia; < aj

s (’U]. 1'2.a1.a2) =

3 Estos problemas de inexistencia se pueden solucionar recurriendo a equilibrios en estrategias
mixtas (véase Dasgupta y Maskin (1986)). Otra forma de abordarlos es introduciendo variaciones
interesantes en el juego que restauren la existencia del equilibrio. Asi, Wilson (1977) permite a cada
empresa una mayor capacidad de reaccion (en particular, retirar contratos ya ofrecidos cuando éstos
reportan pérdidas) que limita la capacidad de encontrar desviaciones beneficiosas de un supuesto
equilibrio por parte de su competidora. (A este respecto, véanse también Riley, 1979 y Hellwig, 1986.)
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En el juego bayesiano descrito, las estrategias puras de los jugadores son funciones
del tipo
9i :10,1]1 — [0,1], [7.26]

que, a cada posible tipo (valoracién) v; € [0, 1] del jugador i asocia una oferta g; (v;).
Las estrategias mixtas se definen entonces como funciones

i : [0,1]1 — A([0,1]),

donde A ([0, 1]) representa el conjunto de distribuciones de probabilidad sobre el
intervalo [0, 1].

Nos centraremos en el cémputo de un equilibrio bayesiano con las siguientes
caracteristicas:

(i) las estrategias de los jugadores son puras; es decir, son del tipo [7.26];
(ii) los jugadores utilizan estrategias que son funciones afines en el tipo del agente
vi:

gi (2'1‘) = max {ai o Bi“i- 0}, [727]

(iii) el equilibrio es simétrico; esto es, Vi = 1,2, a; = o, 3; = 3.

Es importante enfatizar que no calcularemos un equilibrio sujeto a la restriccién
de que las estrategias de los individuos satisfagan (i)-(iii). Lo que si haremos sera
circunscribir nuestra bisqueda a configuraciones estratégicas que satisfacen (i)-(iii),
comprobando més adelante que el equilibrio obtenido bajo estas restricciones es, de
hecho, un equilibrio del juego original.

Supongamos que los individuos utilizan estrategias del tipo indicado en [7.27]
en un equilibrio simétrico. Como primer paso, se observa inmediatamente que, en
cualquier equilibrio de este tipo, las estrategias correspondientes han de verificar
que o > 0 (véase el ejercicio 7.14). Mas, por otro lado, también se ha de cumplir que
a < 0: si @ > 0, habria algunos tipos (aquéllos con v; < « ) que propondrian una
oferta mayor que su valoracion. Ello es claramente una estrategia dominada en el
equilibrio. Dado que, por tanto, cualquier estrategia de equilibrio de la forma [7.27]
ha de tener o = 0 se sigue que 3 > 0, pues, si 3 < 0, [7.27] prescribiria una oferta
uniformemente igual a cero, lo cual es obviamente imposible en una estrategia de
equilibrio.

En funcién de lo antedicho, podemos restringir nuestra biisqueda de estrategias
(afines) de equilibrio a aquellas de la siguiente forma:

gi(Ui,) = ﬂ’vi/ ﬁ > 0/
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es decir, estrategias que son funciones crecientes y lineales (esto es, afines sin ordenada
en el origen) del tipo del jugador. En ese caso, el problema de optimizacién afrontado
por cada individuo i = 1, 2 es el siguiente: conocido v;,

1
rré%)% {(('Ui == ai) Prob {a,j > ,8’()_7'}) . (E (’Ui = ai) Prob {ai = ﬁi{j}) } ]741
a; €10,
[7.28]
El segundo de los sumandos puede ignorarse, ya que, dado que los tipos se suponen
distribuidos uniformemente sobre [0, 1], la probabilidad (1o la densidad) de que Sv;
coincida con cualquier a; determinado es cero. Es decir,

Prob {ai = B’Uj} =0 [729]

paratodoa; € [0, 1].Porotrolado, la uniformidad dela distribucién también implica:

Prob {a; > Bv;} = Prob {vj < %} - min[%,l]. [7.30]

Utilizando [7.29] y [7.30], el problema de optimizacién del individuo i se puede
reescribir como sigue:

a; €[0,1]

e {(_Ui _ a.i)min[%,ll},

cuyas soluciones interiores son de la forma:

af = g: () = 5. [7.31]
Notese que, curiosamente, la expresién anterior 7o depende de 3. Por tanto, siempre
y cuando la respuesta 6ptima del individuo : frente a una estrategia lineal del otro
jugador con pendiente 3 1o conlleve la obtencién del bien con probabilidad uno (esto
es, si ‘7 < f3), el individuo i debe de realizar una oferta igual a ”7 Obviamente, ello
implica que el tinico valor de 3 que define unas estrategias de equilibrio que tengan
la forma lineal requerida es precisamente 5 = 1/2.

Concluimos, por tanto, que la sencilla estrategia que fija la oferta de cada indi-
viduo a la mitad de su valoracioén define un equilibrio bayesiano del juego inducido
por el mecanismo de subasta de primer precio. Méds atin, es posible probar (véase Gib-
bons, 1992) que este equilibrio es, de hecho, el #inico equilibrio simétrico que satisface
ciertas condiciones de regularidad (en particular, diferenciabilidad y monotonicidad
de las estrategias).

7.3.2 Subasta bilateral comprador-vendedor*

Considérese ahora un contexto donde la subasta no es entre los posibles compradores
de un cierto bien sino entre un vendedor y un comprador, ambos sujetos activos
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del proceso de subasta. Podemos concebirlos como los participantes de un “micro-
mercado”, cuyas ofertas de compra y venta se realizan de forma simulténea.

Denétese por ¢y s al comprador y vendedor, respectivamente, y sean p. y ps
los “precios” respectivos que ambos proponen (simultdineamente). Las reglas del
intercambio son como sigue:

e sip. > ps, se realiza el intercambio al precio p*(ps, pc) = %_
® sip. < ps, no se realiza ninguin intercambio.

Sean v, y v, las valoraciones del bien por parte de comprador y vendedor, respec-
tivamente —esto es, sus llamados “valores de reserva”. En el caso del comprador,
v se puede identificar con el coste del sustituto alternativo al bien en cuestion; en el
caso del vendedor, vs puede concebirse como el beneficio que éste obtendria si, en
vez de transferirlo al vendedor, lo dedicara a un uso alternativo.

Al igual que en el contexto anterior, se supone que estos valores de reserva
son conocidos por el agente respectivo pero desconocidos por la otra parte. Ambos
individuos conocen, sin embargo, que se distribuyen ex ante de forma uniforme sobre
el intervalo [0, 1] .

El contexto descrito define un juego bayesiano con espacio de tipos T; = [0, 1].
En este juego, las estrategias puras de cada agente son funciones de la forma

pi: 0,11 = [0,1], i=¢,s.

que determinan, para cada jugador (comprador o vendedor), la oferta respectiva en
funcién de su valor de reserva.

En este juego existen muchos equilibrios. Para ilustrar este hecho, fijese un
6 € (0,1) arbitrario y considérense las estrategias:

e Para el comprador:

IBC(UC)=0 sive > 0
. [7.32]
=0 siv.<¥6

e Para el vendedor:
ps(ws) =0 sivs <0

=1 sivg >0

[7.33]

Es facil comprobar que este par de estrategias definen un equilibrio bayesiano;
esto es, que no existe ninguna desviacién unilateral beneficiosa por parte de ningtin
jugador (véase el ejercicio 7.18). En este equilibrio, se produce el intercambio del bien
al precio 6 con probabilidad

Prob {v. > 6} Prob {vs <6} =6(1-9).
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Por otra parte, con la probabilidad complementaria 1 — 6 (1 — ) el intercambio no
se realiza. Como el hecho de que las estrategias [7.32]-[7.33] definan un equilibrio
no depende del valor concreto de 6, variando este parametro sobre [0, 1] podemos
generar un continuo de equilibrios diferentes con un patrén analogo. Obviamente, el
mas eficiente de ellos (aquél que maximiza la probabilidad de intercambio) se obtiene
cuando 6§ = 1/2.

El conjunto de equilibrios descritos presenta el inconveniente de variar muy
discontinuamente con respecto al tipo de los jugadores.* En particular, puede ocurrir
que una pequea variacioén en los valoraciones de los individuos llegue a ocasionar
el colapso total de un gran excedente potencial. Es por ello que se plantea de forma
natural la conveniencia de obtener equilibrios cuya dependencia del tipo del agente
sea mas “gradual”. En este sentido, la formulacién afin estudiada mds arriba para el
contexto de subasta entre compradores parece un candidato natural.

Considérense, por tanto, estrategias de la forma:

pi (v;) = a; + B vs, a;, B >0, i=c,s.

En este caso, los problemas de optimizacién de cada agente se pueden formular como
sigue. Para el comprador:
pe+ E [as +Bsvs | pe > a5 + Bs'Us]

pﬁ%ﬁ] Vg ) } Prob {p. > as + Bsvs}, [7.34]

donde E[-] denota la esperanza matematica. Y para el vendedor:

+E + Beve < a. +
Hé%’ﬁ] Ps [ac Bev 2| Ps = Q¢ 5cvc] —vs » Prob {ps < a.+ gcvc}, [7.35]
ps€l0,

Ya que la estrategia del vendedor es afin, su oferta p, se distribuye uniformemente
en el intervalo [a; + (85 x 0), a5 + (85 x D] = [as, as + B5]. Por tanto, se comprueba
inmediatamente que [7.34] se puede reescribir como sigue:

1 ( Qg + p(') Pc — Gs
max v — < |\Pe+ - %
pc€10.1] 2 2 Bs

De forma analoga para el vendedor, y dado que la oferta p. del comprador se dis-

tribuye uniformemente en el intervalo [ac. a. + 8.], el problema de maximizacién
[7.35] se puede reescribir:

re— 1 ) +ps+ar+,3c- = ¢+ Bc — ps
ps€l0,1] | 2 Pa 2 . Be :

* Nétese el acusado paralelismo entre estos equilibrios y los equilibrios de Nash no perfectos
considerados en la seccién 5.2 en un marco de negociacién. También en aquel caso obteniamos una
gama completa de posibles resultados de equilibrio mediante estrategias vinculadas de forma rigida
a una cierta propuesta minima.
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Las condiciones de primer orden para estos problemas de optimizacién inducen las
siguientes soluciones:

2 +as
e = n e 5
i

2 +C¥C+)3(;
8 = = Vi ’
% 50 3

de donde se obtiene 3. = 35 =2/3,y

Qg
s

Qs+ B
Qg = :

(&

Por tanto, encontramos que a. = 1/12 y oy = 1/4, lo cual completa el computo
de las estrategias de equilibrio:

2 i

Pe = 3 Ve + 2 [7.36]
2 1

Py = 3 vg + i [7.37]

Dado que el intercambio sé6lo se produce cuando p. > ps, de [7.36]-[7.37] obte-
nemos la siguiente condicién:
ve 2> vs+1/4,

que caracteriza las combinaciones de tipos de los agentes para las cuales se produce
intercambio. La condicién anterior indica que, en general, habrd circunstancias en las
que es eficiente la realizacion del intercambio (esto es, v, > vg ) pero éste no se llevard
a cabo (ya que p. < p;). Ello es una consecuencia de las consideraciones estratégicas
(esto es, intentos de “manipulacién”) que se derivan de un mecanismo de subasta
bilateral con informacién incompleta. Este fenémeno se ilustra en la figura 7.12.

El cuadrado de lado unitario incluido en la figura 7.12 engloba el conjunto de
posibles realizaciones en el espacio de tipos. Los puntos por encima de la diagonal
ve = vy reflejan todas las situaciones en las que seria eficiente que se produjera el
intercambio. Sin embargo, éste no se realiza (en el equilibrio) para realizaciones
incluidas en la regién sombreada. El tamafio de esta regioén cuantifica, en términos
esperados, la magnitud de la ineficiencia asociada al mecanismo de intercambio
considerado.
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1/4 ) ) I - 1

Figura 7.12. Rango de ineficiencia en subasta bilateral comprador-vendedor.

7.3.3 El Principio de Revelacion*

El andlisis llevado a cabo en la subseccién 7.3.2 indica que, utilizando un mecanismo
de subasta bilateral entre un comprador y un vendedor, siempre existe la posibili-
dad de que el resultado sea ineficiente ex post. (Es decir, existe una probabilidad
positiva de que sus valoraciones sean tales que si el intercambio se realizara ambos
podrian mejorar, pero la transmisién del bien no se lleva a cabo.) Esta conclusién
negativa suscita de forma natural la siguiente pregunta:

;Existen mecanismos de asignacion alternativos al de subasta bilateral
comprador-vendedor que garanticen la eficiencia del intercambio?

Asi planteada, pareceria que la contestacién a una pregunta tan general, referida
a cualquier mecanismo de asignacion, seria imposible de abordar con precisién. Sin
embargo, existe un poderoso principio teérico en la literatura que permite afrontar
este tipo de pregunta con éxito: el llamado Principio de Revelacion (Myerson, 1979,
1981). Por este principio, a la hora de identificar el conjunto de posibilidades de im-
plementacion alcanzables a través de la familia completa de mecanismos, podemos
restringir nuestra atencién a aquellos conocidos como directos. Un mecanismo se de-
nomina directo si las estrategias o “mensajes” de los agentes son sus propios tipos y
no las decisiones relacionadas indirectamente con ellos (como, por ejemplo, las ofertas
0 pujas en mecanismos de subasta). Con esta terminologia, el principio de revelacién
se puede formular sucintamente como sigue:
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“El resultado asociado a cualquier equilibrio de cualquier mecanismo, por
complicado que éste sea, se puede reproducir mediante un equilibrio de un
juego directo en el que los jugadores comunican (o revelan) sus verdaderos
tipos”.

En cierto sentido, el principio de revelacién es casi mas dificil de formular que
de probar, pues el argumento sencillo e intuitivo que lo sostiene es el siguiente. Para
cualquier mecanismo que se considere, por muy “indirecto” que éste sea (es decir, por
muy complicada que sea la relacién entre las estrategias de los agentes y las variables
relevantes subyacentes: sus tipos) siempre podemos construir un mecanismo directo
en el que:

(i) en una primera fase intermedia, los agentes revelan sus tipos a un mediador
imparcial;

(ii) en una segunda fase, el mediador adopta, en representacién de los agentes, la
misma estrategia que ellos adoptarian en un cierto equilibrio del juego original.

Para cada equilibrio del mecanismo original, existe un equilibrio de mecanismo
directo dado por (i)-(ii) en el que cada agente comunica al mediador su verdadero tipo
y cuyo resultado final es el mismo. Pues, si ello no fuera asi, dado que el mediador
en el mecanismo directo es simplemente un alter ego para los agentes, llegariamos
al absurdo de que algtin agente tendria incentivos para “mentirse a si mismo” en el
juego original.

Como una buena muestra de la utilidad del Principio de Revelacién, volvemos a
la ambiciosa pregunta planteada més arriba: ;es posible disefiar algiin mecanismo de
intercambio que garantice resultados eficientes? Para abordar esta cuestién, el Princi-
pio de Revelacién nos indica que podemos restringir nuestra atencién a mecanismos
directos; esto es, mecanismos en los que los agentes informan exclusivamente so-
bre sus valores de reserva. Haciendo uso de esta drdstica simplificacién, Myerson
y Satterthwaite (1983) consiguieron probar que (con una distribucién uniforme de
los tipos) la subasta bilateral estudiada en la subseccién 7.3.2 y su equilibrio en es-
trategias afines maximizan las ganancias esperadas de los agentes entre todos los
mecanismos de intercambio y correspondientes equilibrios que uno pudiera llegar
a considerar. Es, en este sentido, un mecanismo eficiente. Por tanto, se concluye
también como corolario que no hay ningiin mecanismo que sea eficiente ex-post. Es
decir, la contestacién a la pregunta planteada ha de ser negativa: ningitin mecanismo
puede garantizar que el intercambio se producira siempre y cuando v, > v,.

Naturalmente, el Principio de Revelacién puede ser aplicado también para ex-
plorar exhaustivamente los resultados alcanzables mediante una subasta entre com-
pradores, tal como la considerada en la subseccién 7.3.1. Asi, si adoptamos la per-
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spectiva de un vendedor (con valor de reserva nulo) que trata con varios posibles
compradores, podemos preguntar:

ccudl es el mecanismo de asignacion que reporta, en términos esperados,
una mayor ganancia (para el vendedor)?

Para subrayar la generalidad del enfoque que describimos en detalle a continua-
cién,® ampliaremos el contexto de la subseccién 7.3.1 al caso en que hay un nimero
arbitrario n de posibles compradores. También supondremos que la valoracién (o
tipo) de cada uno de ellos se extrae de forma independiente del intervalo [0, 1] de
acuerdo con una variable aleatoria con funcién general de distribucién F(-) y densi-
dad f(-).

Por el Principio de Revelacién, para cualquier mecanismo de asignacién entre
compradores que se pudiera considerar, el resultado obtenido en cualquiera de sus
equilibrios se puede reproducir mediante un mecanismo directo donde es equilibrio
de Nash que los jugadores comuniquen de forma honrada sus propias valoraciones
del bien (es decir, sus tipos).

El comportamiento de tales mecanismos directos es facil de formular. Viene
dado por un par de funciones para cada individuoi =1,2,...,n,

P, :[0,1]" - R,, X;:[0,1]" — [0,1], [7.38]

con la interpretacion de que para cada perfil de tipos v = (vq, vy, ..., v,) € [0,1]7, P;(v)
especifica el pago realizado por el individuo 7 y X;(v) la probabilidad con la que ¢
recibe el bien. Naturalmente, se ha de cumplir que ZL X;(v) <1.

Por otro lado, dadas las funciones indicadas en [7.38], podemos definir para cada
individuo 7 sendas funciones:

pi : [O 1] =% I{-é-v Z; : [071] ¥ [01]7

donde p;(v;) indica el precio esperado que el comprador i tendrd que pagar si su valo-
racion es v; y z;(v;) indica la probabilidad de que obtenga el bien. Estas funciones se
definen a partir de las correspondientes P;(-) y X;(-) de la manera siguiente:

pi(0;) = / Pis,0-5) H f(v;) dv_; [7.39]
v_;€[0,1]" 1 i

.El(fu) = / Xi(f'i, U_i) H f(vj)dl!_i. [740]
’L'_iG[O.]]"*] ]?1

5 En lo que resta de subseccién, la discusién sigue en gran medida lo expuesto en Burguet (1997).
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Recuérdese que, al invocar el Principio de Revelacién, estamos centrando nuestra
atencién en mecanismos directos donde una revelaciéon honrada de los tipos define
un equilibrio. En términos de las funciones especificadas en [7.39]-[7.40], ello requiere
que, paracadai = 1,2,...,ny todo v; € [0,1], se cumpla:

v; € arg max z;(z) v; — pi(z). [7.41]
z€[0,1]
Lo cual exige que las funciones p;(-) y z;(-) satisfagan idénticamente (es decir, para
todo v;) la siguiente condicién:

zi(v) v; — pilv) =0, [7.42]

que se deriva directamente de las condiciones de primer orden que caracterizan [7.41].
La expresion [7.42] define una ecuacién diferencial en v; cuya solucién es de la forma:

pi(v;) = / ' zzi(2)dz + p;(0), [7.43]
0

para determinadas condiciones de frontera p;(0) > 0. Si insistimos en que ningtin
comprador (sea cual sea su valoracion) ha de tener incentivos para bloquear el fun-
cionamiento del mecanismo, estda claro que se ha de fijar p;(0) = 0. (Sip;(0) > 0, habria
individuos con una valoracién suficientemente baja que preferirian no participar en
el mecanismo.) Tal condicién de participacién voluntaria se conoce normalmente
como condicién de racionalidad individual.

La ecuacién [7.43] refleja un idea importante: una vez que se tienen en cuenta los
requisitos impuestos por los incentivos (es decir [7.42]), el funcionamiento de cada
posible mecanismo estd vinculado de forma esencialmente univoca a las respecti-
vas probabilidades de obtener el bien por parte de cada individuo. Pues, dadas
estas probabilidades, los precios esperados p;(v;) se siguen de ellas a través de [7.43].
En particular, ello indica que el conjunto de posibles resultados inducido por los
distintos mecanismos compatibles con los incentivos individuales es esencialmente
de naturaleza unidimensional. De hecho, integrando [7.43] por partes, obtenemos
una interesante propiedad verificada por cualquiera de estos mecanismos:

zi(v)v; — pi(v;) = / l zi(2)dz, [7.44]
0

es decir, las rentas esperadas obtenidas por cualquier individuo i son crecientes en su
valoracién v;. Mds concretamente, estas rentas crecen marginalmente a una tasa que
depende exclusivamente de z;(v;), la probabilidad con la que el bien es adjudicado
al individuo con valoracion v;.
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Una vez caracterizado el comportamiento de cualquier mecanismo compatible
con los incentivos, estamos en condiciones de abordar la pregunta planteada mds
arriba: ;cudl de ellos preferira el vendedor? La respuesta ha de venir referida, na-
turalmente, al mecanismo compatible M = {P;, X;}?, que maximice sus ganancias
esperadas; es decir, a aquel que resuelva el problema:

max E [p;(v;)] [7.45]
B, 4 n

=1,...,

donde, utilizando [7.44] para cada i = 1, 2, ..., n, tenemos:

1
E [pi(v)] =/ pi(vy) f(v;) dv;
0

1 v;
= / [a:i (v;)v; — / z;(2) dz} f;) dv; [7.46]
0 0

1 1 v
= / zi(v;) v; f(v;) dv; — / / z;(2) f(v;) dz dv;.
0 o Jo

Centrdndonos en el segundo término de [7.46], nétese que, cambiando el orden
de integracién sobre el tridngulo {(v;,z) € [0,1]* : 0 < z < v; < 1}, podemos
reescribirlo como sigue:

1 Vi 1 1
/ / zi(2)f(;) dz dv; = / / zi(e)f(ve) du; dz
o Jo 0 Jz
1 1
. / / BP0 dedug
0 Vi

en donde la ultima expresién refleja tinicamente un cambio de notacién de las varia-
bles de integracion. Introduciendo esta expresion en [7.46], se obtiene:

17 1
E [pi(v;)] = / z;(vs) v flv;) */ z;(v3) f(2) dz] dv;
0 L vi
17 1 1
= / Vg — / f(2) dz} z;(v) f(vg) dv; [7.47]
0 L f;) g
11T 1 — F(’Ul)
= /O -Ui = W} $1(’UZ) f(UZ)dUL.
Denotemos
o o 1— F(v;)
17 ) Tm— 1 f(vl) 7

que usualmente se conoce como la valoracion virtual del individuo i cuando su valo-
racion es v;. Con esta notacién, y utilizando las expresiones [7.40] y [7.47], el problema
de optimizacién [7.45] se puede desarrollar de la forma siguiente:
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max Y " E [pi(v)] = max ) / () 2;(0) f(v;) dv;
. =1 o5 i=1
= mﬁxz /T]('Ui)Xi('U) Hf(vj)dv [7.48]
1= =

:mjax/(Z T](‘Ui)Xi(”U)> Hf(vj)d’u.

i=1 j=1

Dado un perfil de valoraciones v, sea
Aw) = {i € {1,2,...,n}: n(v;) > 0}
el conjunto de individuos cuya valoracién virtual es no negativa y denétese por
A*(v) = {i € AW) : n(v;) > nlvy), j € Aw)}

el subconjunto de tales individuos cuya valoracién virtual es méxima. Considérese
un mecanismo M = {P;, X;}?*, con la propiedad

> X0 =1 siA@W#0; (7.49]
JEAN" ()
Z X;(v) =0 en otro caso. [7.50]

i=1

En tal mecanismo, el bien se asigna a alguno de los compradores cuya valoracién
virtual es méxima y no negativa (posiblemente de forma aleatoria, si hay varios de
ellos). Por otro lado, en caso de que fodos los individuos tengan una valoracién virtual
negativa, ninguno de los posibles compradores obtiene el bien. Obviamente, en vis-
ta de [7.48], cualquier mecanismo que satisfaga [7.49]-[7.50] es una solucién del prob-
lema de optimizacion del vendedor planteado en [7.45].

Supéngase que 7)(v;) es creciente en v;, una condicién de “regularidad” que
satisfacen muchas distribuciones interesantes (la uniforme, por ejemplo). Bajo esta
condicién, un mecanismo 6ptimo especialmente sencillo es el inducido por una su-
basta de primer precio como la descrita en la subseccién 7.3.1, pero con el importante
afiadido de un precio de reserva p que se calcula de la siguiente forma:

1— F(v;
P =min {vi € [0,1] : n(v;) = v; — —$ = 0} N [7.51]
fwi)
es decir, p se determina igual a la minima v; que conlleva una valoracién virtual no
negativa.®

6 Por ejemplo, si la distribucién subyacente es uniforme en [0, 1] (esto es, F(v;) = v; para cada v;) el
precio de reserva p es precisamente 1/2.
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La interpretacién de este precio de reserva es la habitual: el vendedor no acepta
ninguna puja que esté por debajo de p. Siendo asi, es facil comprobar que las estrate-
gias de equilibrio del juego inducido satisfacen:

(a) s6lo individuos con una valoracién no menor que p participan en la subasta;’
(b) entre aquellos individuos i que si participan, su estrategia g;(v;) es creciente
en v;.

Obviamente, bajo estas condiciones, el ganador de la subasta (si es que hay algiin
individuo con v; > p que participa en ella) es aquel cuya valoracién es maxima. Ello
implica que [7.49]-[7.50] se satisfacen y se confirma que, efectivamente, tal procedi-
miento de subasta es 6ptimo para el vendedor.

Mas, si mantenemos el supuesto de que r(-) es creciente, el vendedor obtendra las
mismas ganacias esperadas a través de cualquier otro mecanismo que garantice igual-
mente que, en el equilibrio, el bien es asignado al individuo con la maxima valoracién
v; y n(v;) > 0. A modo de ilustracién, un interesante mecanismo alternativo que tiene
estas caracteristicas es la llamada subasta de segundo precio, sujeta al mismo precio de
reserva p especificado en [7.51]. En este tipo de subasta, el individuo ganador (el
que realiza la oferta mas alta, que ha de ser al menos p) paga la puja del que le sigue
(o p, si es el tinico que participa). En tales circunstancias, es facil comprobar (véase
el ejercicio 7.17) que las condiciones [7.49]-[7.50] siguen verificindose, lo que indica
que este mecanismo reporta al vendedor las mismas ganancias esperadas que una
subasta de primer precio con el mismo valor de reserva p.

Lo antedicho no es mds que un reflejo particular de un resultado mucho mas
general: el llamado Teorema de Equivalencia de Rentas (Myerson, 1981). Este resultado,
que se sigue directamente de la forma de [7.48], establece lo siguiente: cualquier par
de mecanismos que induzcan el mismo patréon de asignacién (es decir, para cada
vector v, asignen el bien al individuo i con idéntica probabilidad X;(v)) generan las
mismas ganancias esperadas para el vendedor. Asi, a pesar de que, por ejemplo, las
subastas de primer y segundo precio inducen un muy distinto patrén de pagos P;(-),
ambas producen las mismas ganancias esperadas para el vendedor, sea cual sea el
precio (comtn) de reserva p.

Tal como indica [7.51], si el vendedor decide utilizar una subasta, ya sea de
primer precio, ya sea de segundo, siempre querrd imponer un precio de reserva
positivo. Ello es un mero reflejo de la situacién de que disfruta como tinico vende-
dor del “mercado”, que le lleva a imponer esta restriccion como forma de explotar
o6ptimamente su “poder de monopolio”. Como en otros casos analogos, su funcién
aqui es la de extraer rentas de los compradores (en este caso, rentas informacionales),

7 Lo que hagan los individuos indiferentes cuya valoracién v; = p; es irrelevante, ya que este evento
tiene probabilidad a priori nula.
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a pesar del coste que ello lleva aparejado en términos de eficiencia. Asi, si p se fija
como en [7.51] en una subasta de primer o segundo precio, el bien no cambiara de
manos cuando el perfil de valoraciones v es tal que 0 < v; < pparacadai=1,2,....n.
En esos casos, cuya probabilidad a priori es (F(p))" > 0, la asignacion es obviamente
ineficiente.

Ejercicios

Ejercicio 7.1 En el contexto de la seccién 7.1, muéstrese un ejemplo grafico en donde
no exista un equilibrio agrupador.

Ejercicio 7.2 Considérese el modelo de senalizacion de Spence descrito en la sec-
cién 7.1.

(a) Formilese como un juego bayesiano general (esto es, no como un juego de
sefalizacién). Pruébese (constructivamente) que, para cualquier nivel de edu-
cacién 7, < n*(A), existe un equilibrio bayesiano en el que ambos tipos de
trabajador eligen 7,. (Recuérdese que n*(x) denota el nivel 6ptimo de educacién
para cada tipo x = A, B con informacién completa.)

(b) Reconsiderando el contexto como un juego de sefalizacién, arguméntese que
existe un cierto 7 > 0 tal que no puede haber ningtn equilibrio de sehalizacion
agrupador en el que ambos tipos de trabajador eligen un nivel de educaciéon
n <.

(c) Expliquese verbalmente el contraste entre (a) y (b).

Ejercicio 7.3 En el modelo de sefializacién de Spence considerado, postilense fun-
ciones de produccién lineales en educacion:

FOem=aG)+b(x) 7
cona(A) > a(B) > 0yb(A4) > b(B).

(a) Propénganse condiciones sobre las funciones de coste ¢ (x,n) que garanticen
la existencia de un equilibrio agrupador para cualquier valor dado de p > 0
(la probabilidad a priori del tipo A).

(b) Muéstrese también que, dada una cierta estructura de coste y cualquier 7, existe
un p > 0 suficientemente pequefo tal que si p < p, no existe ningtin equilibrio
agrupador al nivel 7.

Ejercicio 7.4 Considérese un cierto equilibrio agrupador en el contexto del ejercicio
7.3 con funciones de produccion lineales. Definase el nivel de educacién 7# n que
resuelve la siguiente ecuacion:

wo—c(A,m)=Ip fF(AN+A —p) FB,N—c(A,7),
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esto es, la educacién 7) distinta de ry para la cual al trabajador de tipo A le es indiferente
obtener esta educacion y ser pagado segtin la productividad media asociada o elegir
el nivel de educacién de equilibrio 7y y ser pagado wy.

(a) Pruébese que 7 esta bien definido y es tinico si

9eldm) _ o bay+(1— g b(B)

2
y G AN esta acotada por encima de cero.
on
(b) Muéstrese que existe un equilibrio con la misma prescripcién en el equilibrio
pero las siguientes percepciones (mucho menos drésticas que las consideradas

en el texto) fuera de equilibrio:

plAln) =p sin>n,n#n
p(Alm =0 sin<i.

Ejercicio 7.5 Pruébese o reftitese la siguiente afirmacién:
Si se satisface la condicién [7.6] de “no envidia”, existe un equilibrio separador
(tal como se describe en el texto), pero no puede existir un equilibrio agrupador.

Ejercicio 7.6 Encuéntrese otro equilibrio separador diferente del descrito en el texto
para el caso en que la condicién [7.6] no se satisfaga.

Ejercicio 7.7 En el contexto de la seccién 7.1, pruébense o refiitense las siguientes
afirmaciones, referidas a un equilibrio hibrido en que el trabajador de tipo B se separa
aleatoriamente del de tipo A (el tratado en el texto):

(a) Elnivel alto de educacién 7) es siempre menor que n* (4) .
(b) El nivel alto de educacion 7 es siempre menor que 7, donde 7 es el nivel carac-
terizado por [7.8].

Si alguna de las afirmaciones (a)-(b) es en general falsa, propénganse condiciones
adicionales que las hagan ciertas.
Ejercicio 7.8 En el contexto del ejercicio 7.3, supéngase que
a()=0, x=A,B;
b(4) =2, B)=1
y considérense funciones de coste dadas por:

_
clx,m = oD

Suponiendo que p > 1/2, caractericense los equilibrios de sefializacién.
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Ejercicio 7.9 Describase un equilibrio hibrido polar respecto al considerado en la
seccién 7.1, es decir, un equilibrio en donde es el tipo A el que aleatoriza entre identi-
ficarse con el tipo B o bien separarse de él a través de un nivel de educacién totalmente
revelador de su tipo. Ilistrese graficamente.

Ejercicio 7.10 En el contexto ilustrado por la figura 7.7, descartese en funcién del
criterio intuitivo la posibilidad de un equilibrio hibrido donde es el tipo A o es el tipo
B quien aleatoriza su eleccién.

Ejercicio 7.11 En el contexto de la seccién 7.2, considérense los siguientes datos del
problema: la funcién elemental V(:) viene dada por V(W) = InW, Wi=2W,=1,
p =2/3, pP = 1/3. Caractericense las condiciones sobre p (la probabilidad de que
un individuo sea de tipo A) consistentes con la existencia de un equilibrio bayesiano
perfecto.

Ejercicio 7.12 Considérese un contexto como el descrito en la ejercicio 7.11, pero
con la siguiente posibilidad afnadida. Antes de acudir al mercado de seguros, cada
individuo decide si revela o no su probabilidad de accidente. Silo hace, experimenta
un coste de verificaciéon ¢ > 0 (por ejemplo, tiene que contratar a unos peritos que
verifiquen la informacién mencionada). A continuacién, el juego se desarrolla de la
forma descrita en la seccién 7.2, con la posibilidad de que las empresas hagan sus
ofertas dependientes de la accién (y en su caso, informacion) observada en la primera
etapa del juego.

(a) Demuéstrese que si ¢ es suficientemente pequefio, ambos tipos de agentes se
aseguran completamente en el tinico equilibrio bayesiano perfecto del juego.

(b) Caractericense las condiciones sobre c que inducen la conclusién mencionada en
(a).

(c) Expliquense las caracteristicas del equilibrio resultante cuando las condiciones
especificadas en (b) no se verifican.

Ejercicio 7.13 Considérese un contexto con un trabajador y una empresa como el
que aparece en la seccién 7.1. Sin embargo, en contraste con el orden de movimiento
(1)-(4) postulado en el texto, considérese el siguiente:

(1) La naturaleza selecciona el “tipo” del trabajador, que se identifica con su “ca-
pacidad” x: alta (x = A) obaja (x = B) . Las probabilidades con que la naturaleza
selecciona cada uno de los tipos son py (1 — p), respectivamente.

(2') Sin conocer el tipo del trabajador, cada empresa i = 1,2 le propone simultdinea-
mente un salario w; € R, que le pagara si completa un cierto nivel de educacién
asociado n;.
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(3’) Dadas las propuestas de las empresas, el trabajador (que conoce su tipo) decide
aceptar una de ellas y llevar a cabo la inversion en educacién aparejada.

Demuéstrese que todos los equilibrios bayesianos perfectos del juego descrito
(en estrategias puras) son separadores.

Ejercicio 7.14 Pruébese formalmente que o« > 0 para cualquier estrategia que sea de
equilibrio entre las consideradas en [7.27].

Ejercicio 7.15 Calctlese el equilibrio bayesiano simétrico de una subasta de primer
precio entre 3 compradores cuyas estrategias son afines. ;Qué extrapolacion se sigue
de aqui para el caso general de n posibles compradores?

Ejercicio 7.16 Calctilese un equilibrio bayesiano simétrico en una subasta de primer
precio donde las valoraciones de los individuos se seleccionan del conjunto V' =
{v",v'} de acuerdo con probabilidades P(v,v) = 1/4, V(v,0v) € V?, y las pujas se
restringen al conjunto Q = {v°, v', ”02—”]}

Ejercicio 7.17 Considérese un contexto en el que n individuos participan en una
subasta de “segundo precio” por un cierto bien, definida de la forma siguiente. Dado
un perfil de ofertas (s;. 55, ..., sn) € R, el bien es asignado al individuo que puja mas
alto. En caso de que haya varios individuos que coinciden en realizar la oferta
mads alta, uno de ellos es elegido con igual probabilidad. Una vez adjudicado el bien,
el individuo 7 al que se le adjudica no paga su oferta s;, sino la segunda oferta mds
alta dada por max {s; : s; < s;, j#i}.

(a) Modelando este contexto como un juego bayesiano con informacién privada
sobre las valoraciones de los individuos, determinense sus equilibrios.

(b) Supdngase ahora que existe una minima puja p > 0 que los individuos han de
realizar si desean participar en la subasta. (En este caso, la “segunda oferta mas
alta” se identifica con p si s6lo hay un individuo que participa.) Determinense
los equilibrios en este segundo caso.

Ejercicio 7.18 Compruébese que las estrategias definidas por [7.32]-[7.33] determinan
un equilibrio bayesiano del juego inducido por la subasta bilateral correspondiente.

Ejercicio 7.19 Considérese un contexto de subasta como el descrito en la subseccién
7.3.1 con 3 potenciales compradores y la siguiente posibilidad afiadida. Antes de
empezar la subasta propiamente dicha, el vendedor tiene la opcién de exigir de cada
posible comprador una fianza = > 0 para participar en la subasta. Si un comprador
abona esta fianza pero finalmente no recibe el bien, recupera su fianza.

En este contexto, podemos considerar dos sub-escenarios alternativos. En el
primero, los compradores conocen cuantos compradores pueden participar inicial-
mente en la subasta pero no cuantos finalmente lo hacen (es decir, pagan la fianza).
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En el segundo, la informacién sobre cuantos compradores efectivamente participan
en la subasta es puiblica antes de que ésta se lleve a cabo. Determinese cudl de las dos
posibilidades prefiere el vendedor y cual seria el valor 6ptimo de z elegido en cada
caso.



8. COOPERACION Y REPUTACION
CON INTERACCION REPETIDA

8.1 Introduccién y ejemplos

En muchos contextos de interés, se observa cémo un conjunto dado de jugadores
interacciona de forma repetida a lo largo del tiempo (las empresas que participan
en un mismo mercado, un proveedor y sus clientes, los miembros de un club de-
portivo, etc.). Con frecuencia, podemos suponer que las condiciones subyacentes
en dicha interaccién dentro de cada periodo permanecen mds o menos constantes a
lo largo del proceso. (Asi, por ejemplo, y con referencia a los ejemplos anteriores,
en muchos casos resulta apropiado suponer que la demanda agregada afrontada
por las empresas se mantiene esencialmente estable, o la tecnologia de produccion
no cambia, o las actividades del club en cuestién no experimentan variacién.) Bajo
tales circunstancias, la interaccién repetida entre los jugadores introduce ricas con-
sideraciones intertemporales que pueden llegar a desempefiar un papel crucial en la
consolidacién de su relacion. Como veremos, serd fundamentalmente la utilizacion
de amenazas mds o menos explicitas entre jugadores, asi como su intento (no siem-
pre conseguido) de consolidar una “sélida” reputacién lo que, en ocasiones, puede
generar interesantes tipos de comportamiento; en particular, comportamientos que
serian por si solos inalcanzables (esto es, no serian de equilibrio) en un contexto de
interaccion no repetida.

Como primera ilustracién de lo descrito, considérese el “dilema del prisionero”
presentado en la tabla 1.1 (capitulo 1). Sieste juego se juega s6lo una vez, ya vimos que
(D,D) representa el tnico equilibrio de Nash, ya que D es una estrategia dominante
para ambos jugadores.
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Supéngase ahora que este juego se repite un nimero 7' de veces entre los mismos
dos jugadores. En este juego dindmico, esta claro que (D, D) repetido T veces define
un equilibrio de Nash (vedse el ejercicio 8.1). ;Hay la posibilidad de sostener como
equilibrio algo mds que (D, D) repetido T veces? Intuitivamente, pareceria que una
serie de (IV,N) iniciales pudiera obtenerse como parte de un “acuerdo” (equilibrio)
que explotara las ganancias posibles de la cooperacion entre los jugadores. Como
veremos a continuacién, la validez de esta intuicién depende crucial y espectacular-
mente del cardinal (sea éste finito o no) del horizonte T de interaccién.

Considérese primero el caso en que T es finito, arbitrariamente grande. Sea
7* = (3, 73) un equilibrio de Nash del juego repetido. Dado que D es una estrategia
dominante del juego en cada etapa, ninguna delasv;, i = 1, 2, puede prescribir N con
probabilidad positiva en el tltimo periodo. En este periodo, por tanto, v* habra de
inducir necesariamente el perfil de acciones (D, D). Siendo esto asi, el pentltimo pe-
riodo pasa a reflejar las mismas consideraciones que el altimo. Es, a todos los efectos,
el “tltimo periodo”, ya que sea cual sea la accién de cada jugador en esta pentiltima
etapa, el perfil de acciones subsiguientes es independiente de ella. Por tanto, v* ha
de prescribir necesariamente la accién D para cada jugador en la pentltima etapa.
Prosiguiendo inductivamente hacia delante en el juego, llegamos a la conclusién de
que v* ha de resultar en el perfil (D,D) para todos los periodos del juego repetido,
desde el primero al tltimo. En otras palabras, la repeticién finita del dilema del
prisionero no amplia, en comparacién con su versién no repetida, las posibilidades
de cooperacién de los jugadores.

Considérese ahora el caso en que el dilema del prisionero se repite un niimero
no limitado de veces. (Naturalmente, la repeticion “infinita” de un juego ha de ser
concebida como una abstraccién tedrica que modela situaciones en donde el “tltimo
periodo” no desempefia un papel determinante en su andlisis; obviamente, no puede
ser interpretada como un modelo realista de procesos de interaccion repetida.) Si
T no es finito, ya no existe un tltimo periodo a partir del cual podamos comenzar
un proceso de induccién retroactiva como el descrito mds arriba. ;Es posible ahora
materializar las posibilidades de cooperacién entre los individuos?

Supongamos que las preferencias intertemporales de cada agente descuentan el
flujo de pagos futuros a la tasa 6 € (0,1). Es decir, el pago intertemporal asociado a
una sucesion de pagos {;},_, , paraeljugadorien cadat es:

Ty = E 6t_17rf.

=125

Al igual que ocurria en la repeticién finita del juego, también es cierto en este caso
que un perfil estratégico que induzca (D,D) para cada t y cada posible historia es un
equilibrio de Nash. Ahora, sin embargo, n0 es el tinico si ¢ es suficientemente grande.
Supéngase, por ejemplo, que 6§ = 2/3 y considérese el perfil estratégico en el que cada
jugador i = 1, 2 juega una estrategia que puede describirse verbalmente como sigue:
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Paracadat=1,2,...,

(i) jugar N, sininguno de los individuos ha jugado D en alguno delos t —1 periodos
anteriores;
(ii) jugar D, en otro caso (es decir, si algin individuo ha jugado D enun t’ < ¢).

Tal perfil estratégico define un equilibrio de Nash del juego infinitamente repetido.
Pues, si cada jugador 7 sigue su estrategia respectiva, ambos obtienen un pago

m= Y @37 (-1=-3

t=12,...

Por el contrario, si cualquiera de ellos se desvia unilateralmente en algtin ¢, el jugador
i que lo hace obtiene unos pagos:

to—1 oo

m=3 @37 (=D+0+ Y (2/3"(-10),

t=1 t=to+1

lo que conlleva una diferencia en sus pagos

Amy =nf —m = (2/3)°7! (1 + Z 2/3)" (9)> ,

T=1,2,.:

que es negativa.

Con las estrategias descritas en (i)-(ii) los jugadores consiguen sostener como
equilibrio de Nash un comportamiento cooperativo desde el primer periodo del
juego. Sin embargo, es importante enfatizar que este equilibrio 70 es tinico (en parti-
cular, tal como se ha mencionado, hay un equilibrio de Nash que induce una cadena
indefinida de acciones (D,D)). Como veremos, esta multiplicidad de equilibrios se
presenta como uno de los problemas conceptuales bésicos planteados en situaciones
estratégicas de interaccion repetida.

8.2 Juegos repetidos: marco tedrico

8.2.1 Horizonte temporal comtin

Considérese un contexto en donde un conjunto dado de n jugadores participa en un
juego en forma estratégica

.VV:Alezx...An—)Rn
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queserepite de formaidéntica alolargo de unaserie de etapas o periodost = 1, 2,..., T
Por simplicidad, los conjuntos A; se suponen finitos. El juego descrito por W se
denomina el juego bdsico y el juego intertemporal completo el juego repetido.

En cada t, se supone que todos los jugadores observan (y recuerdan) las acciones
efectuadas por si mismos y los demds. Por tanto, una estrategia del juego repetido
para cada jugador i = 1,2, ..., n es un conjunto de funciones v; = {7/ },;, 7

i HY — A = A,

donde H' representa el conjunto de todas las historias h' que pueden preceder a la
etapa t. Es decir, H se compone de todas las tuplas

at~! = ((al,al,n0L) , (a2, @2, @) o (02 a2, 6E))

que describen una posible senda de juego anterior a la etapa ¢.

En principio, el horizonte intertemporal 7' puede ser finito o infinito. En el
primer caso (T finito), los pagos 7] (a”’) del jugador i en el juego repetido se pueden
identificar con cualquier funcién afin de sus pagos etdpicos. Por conveniencia, con-
sideraremos la media de tales pagos etapicos:

TriT (af) =Q1/7) Z W; (a%,a;, ...,afl) . [8.1]

t=1,...,T

El juego repetido finito con pagos dados por [8.1] se denotard R (W).
Por otro lado, cuando el horizonte de interaccién se supone no acotado (7" = 00),
consideraremos dos formas alternativas de definir los pagos intertemporales:

(i)  Pagos descontados: Dada una tasa de descuento 0 < § < 1 (supuesta, por simplici-
dad, comtn para todos los jugadores), el pago descontado del jugador ¢ asociado
a una determinada senda a* se define como:

@) =1—-8) 67'Wi(a},a},....a}). [8.2]

t=1

El coeficiente (1 — §) que precede el sumatorio es simplemente un factor de nor-
malizacién que facilitard la discusién del modelo. Mediante este coeficiente se
consigue que los pagos del juego repetido coincidan con la envoltura convexa de
los pagos del juego basico. Se consigue, por tanto, una comparacién directa entre
los pagos del juego repetido y los del juego basico. El juego repetido cuyos pagos
vienen dados por [8.2] para una tasa de descuento § determinada se denotara
RE(W).
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(ii) Pagos medios: Un enfoque distinto para valorar sendas alternativas del juego se
basa en concebir sus pagos intertemporales como los “pagos medios en el limite”
de un juego finito arbitrariamente largo. Formalmente, dada una cierta senda
a®°, el pago medio limite, asociado a cada jugador i = 1,2, ..., n, se define de la
forma siguiente:

T
00 OO . “Ta 2 7. t _t t
¢ (@) = lim inf 1/D) > Wi (af,ab,....aL), [8.3]

t=1

que esta siempre bien definido. El juego repetido con pagos intertemporales
dados por [8.3] se denotarda R> (W) .

Si se utiliza el criterio (i) —los pagos descontados— para evaluar sendas alter-
nativas del juego, ello permite parametrizar distintos grados de “paciencia” de los
jugadores a través de la tasa de descuento 6. Conforme § se aproxima a la unidad,
mayor es la paciencia de los agentes, en el sentido de que mayor es el peso relativo
otorgado a pagos etapicos futuros. De forma conceptualmente equivalente, valores
mayores de § se pueden entender como reflejo de situaciones en las que la interaccién
se produce con mayor rapidez (es decir, el intervalo de tiempo real que discurre entre
etapas es menor).

Por su parte, el criterio (ii) —los “pagos medios limite”— se puede concebir
como la formalizacién de un caso extremo en el que los jugadores son infinitamente
pacientes (heuristicamente, podemos decir que tienen una tasa de descuento arbi-
trariamente cercana a la unidad o que la interaccién se produce de forma arbitrari-
amente rdpida). En este caso, nos encontramos con el hecho de que cualquier sub-
segmento finito de una senda (infinita) de acciones es irrelevante en la valoracion
de esta ultima por parte del jugador. Otro criterio de evaluacién considerado por
la literatura que presenta esta misma caracteristica es el llamado criterio de adelan-
tamiento (“overtaking criterion”, en inglés). Aunque nuestra atencion en este libro
se centrard exclusivamente en los dos primeros criterios, enunciamos a continuacién
este ultimo:

(iii) Criterio de adelantamiento: Segun este criterio, el jugador i prefiere la senda a* a
la senda &°° si, y s6lo si:

=
Jrp € N : V7 > 79, ZVVi (al{,aé, ...,a.;) > W; (&i.&;.‘ ....&;) .
t=1 t=1

Es interesante notar que, a diferencia de las preferencias inducidas por los cri-
terios (i) y (ii), las inducidas en este caso no son representables mediante una
funcion real.
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8.2.2 Diferentes horizontes temporales

En el marco tedrico descrito en la subseccién 8.2.1, la poblacién de jugadores se
mantiene sin cambios a lo largo de todo el horizonte temporal de interaccién (sea éste
de duracién finita o infinita). Podriamos decir, por tanto, que todos los jugadores
nacen y mueren a la interaccién de forma coetdanea. De hecho, éste sera el contexto
estudiado en la mayor parte de este capitulo. Sin embargo, para el andlisis teérico
de muchos fenémenos de interés (por ejemplo, el de la “reputaciéon” estudiado en
la secci6n 8.4) sera ttil disponer de marcos tedricos de interaccién repetida en los
que, si bien ésta se desarrolla en términos de un mismo juego bdsico, el conjunto de
jugadores involucrados cambia a lo largo del proceso.

El caso mds paradigmatico de esta situacion sera el estudiado en la subseccién
8.4.3. Alli, nos centraremos en un simple contexto bilateral en que conviven un
jugador con horizonte temporal 7' “de largo plazo” (T finito o infinito), junto con
una serie de jugadores “de corto plazo” que se renuevan en cada periodo. En cada
t = 1,2,...,T, la interaccién se modela mediante un mismo juego bdsico en forma
estratégica

WA x A — R%

A la hora de efectuar sus acciones respectivas en cada ¢t > 2, tanto el jugador de
largo plazo (identificado con el jugador 1) como aquel de corto plazo que interviene
en ese momento (el jugador 2) conocen todas acciones anteriores (af,a]) adopta-
das en 7 < t. En funcién de las acciones elegidas en ¢, (af,a}), los pagos etapicos
recibidos por cada uno de ellos vienen dados por W;(a!,a), i = 1,2.

Para el jugador a corto plazo, tales pagos etapicos son también sus “pagos in-
tertemporales”. En contraste con ello, se postula que los pagos intertemporales del
jugador a largo plazo estan definidos sobre el flujo integro de sus pagos instantdneos
(es decir, sobre el conjunto de pagos etapicos producidos dentro de su completo ho-
rizonte temporal). Mds concretamente, supondremos que los pagos intertemporales
del jugador 1 coinciden con el pago medio (si T es finito) o con la suma descontada de
los pagos etdpicos (si T' = 00). En el primer caso, el juego se simbolizard por RT (W);
en el segundo caso, se denominara RS (W), donde é es el tipo de descuento utilizado
por el jugador a largo plazo.

8.3 Cooperacion y equilibrio en juegos repetidos

El objeto de esta seccién es comprender las condiciones bajo las cuales un proceso
de interaccién repetida que se desarrolla entre un conjunto idéntico de jugadores y
con un mismo juego bésico permite sostener un comportamiento cooperativo. Infor-
malmente, asociamos la idea de “cooperacién” a cualquier comportamiento diferente
del inducido por algtin equilibrio de Nash del juego basico. En particular, por tanto,
identificamos como comportamiento cooperativo todo aquel que induce unos pagos
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que dominan (en el sentido de Pareto) los obtenidos en cualquier equilibrio de Nash
del juego bésico. Pero también se catalogara como cooperativo, y ello representa un
“peculiar” sentido de entender la idea, cualquier comportamiento que, no siendo de
equilibrio, es dominado por alguno que si lo es (incluso por todos ellos).

Veremos que, en general, la interaccion repetida (sobre todo con un horizonte
temporal infinito) admite la consolidacién en el equilibrio de un gran abanico de com-
portamientos distintos. Ello puede ser interpretado en clave positiva o negativa. En
clave positiva, esta multiplicidad puede concebirse como reflejo de una gran poten-
cialidad para explicar el desarrollo de comportamientos muy diversos en contextos
que son, sin embargo, idénticos a priori. Por el contrario, una interpretacién negativa
de estos resultados insiste en el hecho de que, debido a la gran multiplicidad de
equilibrios del modelo, su capacidad predictiva es muy limitada. (Es decir, se puede
argumentar que si casi cualquier comportamiento puede explicarse como equilibrio
de un cierto modelo, la utilidad de éste para explicar, discriminar y predecir es casi
nula.)

Dividimos la presente seccién en dos subsecciones. La primera de ellas aborda
los denominados “teoremas populares” (nuestra traduccién de “folk theorems”)! con
horizonte intertemporal infinito; la segunda, describe este mismo tipo de resultados

dentro de contextos con horizonte finito.

8.3.1 Horizonte infinito

Definimos
V=conv{veR":v=Wi(a),a € A X ... X A, },

donde “conv {-}"” denota la envoltura convexa. El conjunto V representa todos los
pagos que se pueden alcanzar en el juego basico mediante la correlacién de las ac-
ciones de los jugadores (por ejemplo, mediante la utilizacién de mecanismos externos
de correlacién aleatoria como los descritos en la seccién 2.6).

Sea V; la proyeccién del conjunto V' en la dimensién del jugador i = 1,2, ..., n.
Hay dos valores para los pagos del individuo i en este conjunto que desempenaran
un papel importante en el anélisis.

El primero de ellos es el pago que el jugador i obtiene en el equilibrio de Nash
del juego bésico que le otorga un pago menor. Para cada jugador i = 1,2,...,n,
denotaremos este pago por v;.

El segundo de ellos es el valor minimax de cada jugador 7 en el juego bdsico.
Tal como fue presentado ya en el capitulo 2 para juegos de suma cero, este valor se
define como sigue:

;= min max W;(a;,a_;),
a_;EA_; a;EA;

! El término “folk theorem” hace referencia al hecho de que los primeros resultados de este tipo
se conocieron durante largo tiempo antes de aparecer por escrito. Pertenecian, por tanto, al “saber
popular” de los primeros investigadores en teoria de juegos de los afios cincuenta.
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donde A; y A_; denotan (para el jugador i y los jugadores distintos de i, respectiva-
mente) los espacios de estrategias (acciones) mixtas del juego basico. Suponiendo que
el jugador i es racional, ©; puede ser interpretada como el pago minimo al que puede
ser forzado por parte de los demds jugadores. En otras palabras, cualquier otro pago
menor puede ser bloqueado por el jugador en cuestién, respondiendo 6ptimamente
a cualquier “maniobra” conjunta de sus oponentes. Es por ello que la desigualdad
v; > ¥; se la denomina normalmente la restriccion de racionalidad individual. Esta claro
que, en particular, 7; > ?; paracadai=1,2,...,n.

Nuestros dos primeros resultados son sorprendentemente drasticos: establecen
que cualquier vector de pagos individualmente racionales (en un sentido estricto)
puede ser sostenido mediante un equilibrio de Nash del juego repetido si los ju-
gadores son suficientemente pacientes. El primer teorema formaliza esta tltima idea
suponiendo que los jugadores descuentan sus pagos (criterio (i) en la subseccion
8.2.1) a una tasa de descuento 6 suficientemente préxima a 1. El segundo de ellos la
aborda directamente suponiendo que los jugadores se centran en los pagos medios
que obtienen en el limite (criterio (ii)).

Teorema 8.1 Sea v = (vy,...,v,) € Vconv; > d;, Vi =1,2,...,n. 36 < 1 tal que, si
1 > 6 > 8, existe un equilibrio de Nash del juego R® (W) cuyos pagos para cada agente
i=1,2,...,n coinciden con v;.

Teorema 8.2 Sea v = (vy,...,v,) € Vconv; > v;, Vi=1,2,...,n. Existe un equilibrio de
Nash del juego R>° (W) cuyos pagos para cada agente i = 1,2, ..., n coinciden con v,.

Demostracion del Teorema 8.1. Dado v € V con v; > ?; paracadai = 1,2,...,n,
supdéngase, por simplicidad, que existe una a = (a1, a,...a,) € A con W(a) = v
(véase la observacién 8.1 mas abajo). Denétese por &l,83,..,41),5=1,2,...,n, uno
de los posibles perfiles de acciones (posiblemente mixtas) que subyacen en el valor
?;. Argumentamos que las siguientes estrategias de comportamiento definen un
equilibrio de Nash del juego repetido para un 6 suficientemente cercano a la unidad.
Paracadai=1,2,..,n,t=1,2...2

Vi (ht) =a; siVr <t — 1, no existe ningtin jugador j
que se desvie unilateralmente (sélo él) de a; en 7;
[8.4]
v (h*) = &{ en otro caso, donde j es el indice del jugador
que primero se ha desviado unilateralmente de a;.

2 Por simplicidad de la notacién, recurrimos a la imprecision de identificar ~; (h’) con la accion
que la estrategia postulada elige de manera determinista.
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Considérese la situacién de un jugador ¢ que, en un cierto ¢ cuando todavia
ningun jugador j = 1,2, ...n se ha desviado de su respectivo a;, considera la posibil-
idad de desviarse de a;. Si no se desvia, y cree que los otros jugadores tampoco lo
hardn ni en ¢ ni ulteriormente, su pago es v;. Si, por el contrario, el jugador i se desvia
unilateralmente y los demds jugadores adoptan las estrategias descritas mds arriba,
su pago estd acotado superiormente por:

(1—6"1) v+ — 88 v + 6%,

donde
v = maxW; (a). [8.5]
a€A

Sea 6; el maximo valor que resuelve la ecuacion:
(1 - 52_]) v; + (1 o (_Sl) 5;711’; + 5:37 = v;

0, equivalentemente:
a- (_31) (_55717.);k - 2 Sffiz = 52_1111‘.

Dado que v; > 9;, tenemos que §; < 1. Ademads, se verifica que si é§ > §;, el jugador
i no querra desviarse unilateralmente de la estrategia descrita en [8.4]. Por tanto,
tomando

5= max bi,
ningtn jugador deseard desviarse de esa estrategia, siempre y cuando § > 4. En ese
caso, el perfil de estrategias descrito en [8.4] define un equilibrio de Nash con vector
de pagos v. ®

Demostracion del Teorema 8.2. Se comprueba inmediatamente que las estrategias
descritas en [8.4] también definen un equilibrio de Nash para el juego R> (W) . m

Observacion 8.1 El argumento anterior cubre el caso en que existe una a € A con
W (a) = v. Si v no pudiera obtenerse mediante un perfil de acciones deterministas,
una forma facil de solucionar el problema consiste en suponer que las aleatoriza-
ciones necesarias para producir v son observadas por todos los jugadores (esto es,
son aleatorizaciones puiblicas). En ese caso, una desviacién unilateral del equilibrio
(que conlleve una aleatorizacién distinta de la exigida) puede ser respondida por los
demas agentes de forma andloga a la que aparece en el caso anterior.

También es posible abordar el problema sin necesidad de recurrir a aleatoriza-
ciones publicas. Sin embargo, la construccion requerida es bastante mas compleja
que la arriba descrita. Sin entrar a explicarla en detalle, baste decir que lo que se
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requiere es construir una sucesion de acciones conjuntas cuyas frecuencias a lo largo
del proceso reproduzcan los pesos considerados por las aleatorizaciones. Mas, en ese
caso, estd claro que la supervisién necesaria para confirmar que no se ha producido
una desviacion ha de extenderse mas alla del tltimo periodo. Teniendo esto presente,
el argumento es esencialmente indéntico al descrito mas arriba.

A modo de ilustracién, considérese el juego en forma estratégica introducido en
la seccion 2.6, que repetimos aqui:

A B
X 9,1 0,0

Y 4,4 1,5

Tabla 8.1

Supdngase que éste es el juego bdsico que se repite indefinidamente en un con-
texto de interaccion repetida como el descrito. En virtud de los anteriores resultados,
el pagov; = v, = 4 se puede sostener a través de un equilibrio del juego repetido silos
agentes son suficientemente pacientes. Pues, claramente, el pago minimax para am-
bos jugadoreses ¢, = 7, = 1 < 4. Por tanto, en contraste con el andlisis desarrollado en
la seccién 2.6, vemos que la interaccion repetida es en este caso una via més efectiva
para alcanzar configuraciones de pago simétricas y eficientes que la representada por
mecanismos estocdsticos de correlacion.

Otras consideraciones interesantes pueden ilustrarse en términos del siguiente
juego bdsico simétrico:

2
A B &
X 2,2 3,3 1,0
1 ¥ 3,3 4,4 0,0
z 0,1 0,0 0,0

Tabla 8.2

En este caso, el pago minimax para cada jugador es o; = 9, = 1. Por otro lado, el
tnico equilibrio de Nash del juego basico es (Y,B), con lo que #; = #, = 4. Natural-
mente, siempre existe un equilibrio del juego repetido en que el perfil (Y, B) se repite
indefinidamente. Pero, silos jugadores son suficientemente pacientes, también existe
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un equilibrio en el que se repite indefinidamente (X,A), con lo que cada jugador i ob-
tiene un pago v; = 2; es decir, un pago menor que el inducido por el tinico equilibrio
de Nash del juego bdsico. Esto es debido a que el pago minimax para cada jugador
L=l <2

Los teoremas 8.1 y 8.2 confirman la existencia de un amplio rango de pagos
sostenibles en equilibrio si los jugadores son suficientemente pacientes. Plantean,
sin embargo, un importante problema conceptual: en general, se necesita recurrir
a estrategias que, si bien definen un equilibrio de Nash del juego repetido, pueden
no ser “perfectas”; esto es, pueden contener amenazas increibles. Pues, en general,
la amenaza de que todo agente que se desvie unilateralmente serd mantenido en su
valor minimax de ahi en adelante no serd secuencialmente 6ptima (en otras palabras,
una amenaza creible) por parte de los demas jugadores. Una forma bastante inmedi-
ata de remediar tal posible “falta de credibilidad” consiste en moderar la fuerza de
nuestras conclusiones. En concreto, una alternativa razonable en este sentido supone
circunscribir los pagos que se desean sostener en el equilibrio a aquellos que dominan
los de algiin equilibrio de Nash del juego basico. Este es el enfoque adoptado por los
siguientes teoremas.

Teorema 8.3 (Friedman, 1971) Sea v € V conv; > ¥;, Vi =1,2,...,n. 36 < 1 tal que, si
1> & > , hay un equilibrio perfecto en subjuegos de R® (W) cuyos pagos para cada agente
i=1,2,...,n coinciden con v;.

Teorema 8.4 Sea v € V con v; > v;, Vi = 1,2,...,n. Existe un equilibrio perfecto en
subjuegos de R> (W) cuyos pagos para cada agente i = 1,2, ..., n coinciden con v;.

Demostracion. El argumento es muy parecido al de los dos teoremas anteriores. En
este caso, sin embargo, la amenaza disuasiva ante una desviacion unilateral es la
de jugar indefinidamente uno de los equilibrios de Nash del juego basico, donde el
equilibrio en cuestién se elige apropiadamente en funcién del jugador que se desvia.

Seav € Vconv; > v;, Vi =1,2,...,n, ysupongamos, por simplicidad (recuérdese

la observacion 8.1), que Ja € A tal que W (a) = v. Denétese por &/ = (&7

1) : un
equilibrio de Nash con pago ; para el jugador j (es decir, un equilibrio 1(111,1‘;1.<4)“i;ag0
para j es minimo entre todos los equilibrios de Nash del juego basico). Considérense
las siguientes estrategias.
Para cada jugadori=1,2,...,n,t=1,2, ..,
7i (k') = a; siVr < t — 1, no existe ningtin jugador j

que se desvie unilateralmente (sélo él) de a; en 7;

~i (k') = & en otro caso, donde j es el indice del jugador

que primero se ha desviado unilateralmente de a;.
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Utilizando la linea argumental de la demostracién del teorema 8.1, estd claro que las
anteriores estrategias definen un equilibrio de Nash del juego repetido R? (W) para
un 6 suficientemente cercano a 1. Dado que, tras una desviacién, las anteriores es-
trategias prescriben jugar un equilibrio de Nash del juego basico de forma indefinida,
el equilibrio asociado también es perfecto en subjuegos (véase el ejercicio 8.3). Ello
prueba el primero de los resultados enunciados. La demostracién del segundo es
andloga. ®

Al comparar respectivamente los teoremas 8.3 y 8.4 con los teoremas 8.1y 8.2,
se plantea inmediatamente la pregunta: jes la perfeccion un requisito que sélo se
puede obtener a costa de una gama mas estrecha de comportamientos sostenibles
en el equilibrio? (Por ejemplo, con el juego bésico representado en la tabla 8.2,
los teoremas 8.3 y 8.4 s6lo garantizan la sostenibilidad del inico vector de pagos
de Nash del juego bdsico, (7y,7,) = (4,4), si se exige perfeccién en subjuegos del
equilibrio considerado para el juego repetido.) La contestacion a la pregunta anterior
es esencialmente negativa, tal como aparece reflejado en los dos siguientes resultados.

Teorema 8.5 (Fudenberg y Maskin, 1986) Sea v € V con v; > v;, Vi=1,2,....,n. Siel
conjunto V tiene dimension completa (es decir, igual a n), 36 < 1 tal que para todo § € (6,1)
hay un equilibrio perfecto en subjuegos de R® cuyos pagos para cada agente i = 1,2, ...,n
coinciden con v;.

Teorema 8.6 (Aumann y Shapley, 1976) Sea v € V con v; > v;, Vi = 1,2, ...,n. Existe
un equilibrio perfecto en subjuegos de R>° (W) cuyos pagos para cada agente i = 1,2, ....,n
coinciden con v;.

Los dos teoremas anteriores utilizan la misma idea basica: ser disuasivos ante las
desviaciones castigdndolas durante un ntimero suficientemente largo, aunque finito,
de periodos. Su desarrollo, sin embargo, es sustancialmente mas complejo para el
teorema 8.5 que para el 8.6. Asi por ejemplo, el primero necesita el supuesto de
que la dimensién del conjunto V' coincida con el niimero de jugadores. Con ello se
garantiza que cualquier posible desviacién unilateral se pueda “castigar” de forma
suficientemente selectiva. Esto es innecesario para el segundo teorema, ya que la
“paciencia infinita” de los jugadores en este caso hace que la magnitud de cualquier
castigo durante un tiempo finito sea irrelevante. Por su mayor simplicidad, nos
centramos exclusivamente en la demostracion de este tltimo teorema.

Demostracion del Teorema 8.6. Como en casos anteriores, supéngase que v = W (a) para
algiin a € A. Efectuamos una particién del conjunto de posibles historias,

H=|JH

teN
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enn + 1 clases de equivalencia: H,, H;, ..., H,, con la siguiente interpretacion:

e H; son historias que pertenecen a la fase cooperativa.
e H;,i=1,2,...,n, son historias que pertenecen, respectivamente para cada i, a la
fase de castigo al jugador i.

Se postula que la historia inicial A" € H,. Posteriormente, dado un ciertor € N,
la ley de “transicién entre historias” se especifica como sigue:

(i) (k' € Ho, a' =a) = h**! € Hy;

(i1) (ht € Ho, aﬁ;éai, a?;éaj. Z#]) = Bt € Ho;
(iii) (ht € Hy, aﬁ;éai, (V];ﬁz, a§ = aj)) = hitl ¢ Hi;
(iv) (ht,ht”, ok e H;, s < r) = Bt € H..

(V) (ht7 h,t”, s ht+r = Hz) = ht+r+1 = HO;

La interpretacion es como sigue. Asi, por (i) y (ii), después de un periodo en fase
cooperativa continuamos en ella en el periodo siguiente si

(a) cada jugador i adopta su accion respectiva a; en ese periodo, o
(b) hay una desviaciéon multilateral (de al menos dos jugadores).

Por (iii), (iv) y (v), una desviacién unilateral de un jugador 7 en un periodo en
fase cooperativa desencadena una fase de castigo hacia él de r periodos de duracion.
Al final de estos r periodos, se vuelve a una fase cooperativa.

Considérese ahora las siguientes estrategias. Para cada jugadori =1,2,....n

Yi (ht) =a; si ht & H[),

v (k) =&] si n' €M, i
donde &7 es la accién (mixta) del jugador i subyacente en 7, (recuérdese, por ejemplo,
la demostracién del teorema 8.1).

Para tener completamente definidas las estrategias [8.6] necesitamos especificar
el pardmetro r que determina la duracién de sus fases de castigo. Elegimos r de
forma que, Vi = 1,2, ..., n, se verifique:

v + T’fii < O TP [87]
) 7

donde definimos:
v; = min W; (a)
acA

y recordamos que:
v; = max W; (a).
acA
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Ya que 9; < v; paratodoi =1,2,...,n, r estd bien definido (es finito). Se argumenta
ahora que las estrategias especificadas de esta forma definen un equilibrio perfecto en
subjuegos de R*>° (W) . En virtud de [8.7], ningtin jugador i puede ganar desvidndose
de su accidn a; respectiva. Por otro lado, para que el equilibrio sea perfecto en sub-
juegos, las fases de castigo de un jugador ¢ determinado han de ser 6ptimas (creibles)
paralosjugadores j # i sila desviacion efectivamente llegara a producirse. Mas ello es
trivialmente asi dado que, al valorar los jugadores las sendas alternativas del juego en
funcién de los pagos medios que inducen en el limite, cualquier secuencia de pagos
referida a un segmento finito de tiempo (y las fases de castigo tienen una duracién
finita) es irrelevante —recuérdese la discusion de la subseccion 8.2.1). Ello completa
la demostracién. m

Observacion 8.2 Cooperacion e informacion imperfecta en juegos repetidos

El marco de interaccién repetida que ha sido considerado hasta ahora presenta una
importante caracteristica de la que dependen crucialmente nuestros resultados: se
ha supuesto que los jugadores son capaces de identificar con exactitud las acciones
pasadas de sus oponentes. Ello les permite establecer un vinculo preciso entre su
propio comportamiento y el comportamiento pasado de los demads jugadores.

En muchos contextos de interés este supuesto de informacién perfecta no parece
apropiado. Un ejemplo natural en este sentido nos lo da un conjunto de empresas,
compitiendo a la Cournot en un mismo mercado con un producto homogéneo, que
no conocen con detalle las acciones de todas sus competidoras. En ese caso (véase el
ejercicio 8.4), parece razonable suponer que las empresas sélo conocen algtin agre-
gado del comportamiento de las demds empresas; por ejemplo, el precio de mercado
(o equivalentemente, las ventas totales). En la subseccién 9.1.2 se analiza un contexto
de este tipo, al que se afiade una cierta dosis de incertidumbre exégena que afecta
a la determinacién del precio en el mercado. Esta incertidumbre afecta obviamente a
la capacidad del precio observado para “revelar” las acciones efectuadas por las
distintas empresas, lo que reduce también su potencial colusivo.

Observacién 8.3 Equilibrios inmunes a renegociacion en juegos repetidos

Como ya comentamos al principio de esta seccién, los “teoremas populares” pueden
valorarse, en clave negativa, como una manifestacion extrema en juegos repetidos
de la usual multiplicidad (y, por consiguiente, falta de poder predictivo) de muchos
modelos de teoria de juegos. Una forma de remediar esta multiplicidad es la de con-
siderar requisitos adicionales que, de forma natural, nos permitan descartar algunos
de los equilibrios existentes. Esta fue la via seguida en el capitulo 4 al abordar los lla-
mados refinamientos del equilibrio de Nash. En el contexto que ahora nos ocupa, la
reciente literatura sobre renegociacion en juegos repetidos ha desempefiado un papel
similar (véase Benoit y Krishna, 1988 y Farrel y Maskin, 1989).
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De forma sucinta, lo que esta literatura persigue es incluir en el modelo la posi-
bilidad de que, en cualquier momento del proceso, los jugadores “renegocien” el
equilibrio que inicialmente se habian propuesto jugar. En particular, ello implica
que ante una hipotética desviacion, los jugadores han de poder anticipar si, una
vez que esta desviacion se produjera, estarian todos interesados en llevar adelante los
castigos de equilibrio que presumiblemente deberian haber tenido un efecto disuasivo.
Pues, si no fuera asi, los jugadores podrian argumentar:

“Si hemos de ‘ponernos de acuerdo’ sobre un equilibrio de aqui en adelante
(tras la desviacion), seria absurdo hacerlo sobre uno para el que existe
otro que todos preferimos (es decir, que domina el primero en el sentido
de Pareto). Lo pasado, pasado estd; si uno de nosotros se desvio de algiin
supuesto equilibrio con anterioridad, ya no tiene remedio. Seria irracional
‘castigarnos’ todos por ello.”

La validez de la implicita o explicita conversacién descrita mds arriba no es del
todo consistente con el supuesto de decision independiente que subyace en la teoria de
juegos. (Tal como se explicé al final de la seccién 2.6, si se produce comunicacién en-
tre los jugadores, muchos autores propugnarian que ésta se modelara explicitamente
dentro del juego.) Es, de hecho, esta modelacién sélo implicita del proceso de comu-
nicacién lo que produce la gran variedad de conceptos alternativos de renegociacion
existentes en la literatura. Todos ellos conllevan el descarte de ciertas estrategias de
castigo (y por tanto, de los correspondientes equilibrios) cuando no son inmunes a
una cierta posibilidad de renegociacién. Sus conclusiones, sin embargo, son muy
variadas y dependientes del contexto de aplicacién: desde la posible inexistencia
de este tipo de equilibrios, hasta la persistencia de una gran multiplicidad, pasando
por casos en los que el criterio de inmunidad a la renegociacion consigue la deseada
unicidad en la prediccién.

Observacién 8.4 Cooperacion y reputacion

Al hilo de la observacién anterior, avanzamos ahora que en la seccién 8.4 estudiare-
mos una via adicional de cerrar el amplio abanico de equilibrios admitido por los
“teoremas populares”. En ese caso, serd la ausencia, quizds pequefia, de informacién
completa sobre las caracteristicas del juego (sus pagos, por ejemplo) lo que permitira
a algunos jugadores “imponer” la seleccién del equilibrio que a ellos favorece.

8.3.2 Horizonte finito

Pasamos ahora al estudio de contextos de interaccién repetida con horizonte finito.
En ese caso, los pagos intertemporales se identifican con los pagos medios, denotando
por RT (W) 1a repeticién T' veces del juego basico W (recuérdese la subseccion 8.2.1).
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Nuestro primer resultado indica que, aun en este contexto, existen posibilidades
de sostener un amplio abanico de pagos diversos en equilibrio. Para ello se requiere
que el horizonte de interaccién T sea suficientemente dilatado y que el juego bésico
permita algtin “margen de castigo” para cada jugador; en particular, es suficiente
que exista un equilibrio de Nash del juego basico en el que cada jugador obtenga un
pago que exceda su minimax.

Teorema 8.7 (Benoit y Krishna, 1987) Supdngase que, para cada i = 1,2, ..., n, existe un
equilibrio de Nash de W, &', con W; (&) > ;. Si v € V satisface v; > ©; para cada i,
entonces Ve > 0 3T* tal que si T > T*, el juego RT (W) tiene un equilibrio de Nash cuyos
pagos v, para cada jugador i satisfacen |v; — v;| < e.

Demostracion. Considérese una senda de acciones terminales de longitud n (el niimero
de jugadores) de la siguiente forma: (aT*"”,aT‘"*z, A aT), con oT ™ = &J,
j = 1,2,..,n. Dado que, obviamente, W; (&’) > #; Vi,j = 1,2,...,n (es decir, el pa-
go obtenido por un jugador en cualquier equilibrio de Nash es no menor que su
pago minimax), las hipétesis del teorema garantizan que el pago medio para cada
jugador i en esta senda terminal supera ?; en una cierta magnitud, digamos y; > 0.
Sea p = minj, p;. Si consideramos ahora una concatenacién de ¢ sendas como la
descrita que da lugar a una senda terminal de longitud g - n, el pago medio de cada
jugador 7 en esta senda supera a 9; en al menos g - .

Para simplificar el andlisis, supéngase que v = W (a) para algtin a € A, y con-
sidérense las siguientes estrategias:

Para cada jugadori=1,2,...,n,t=1,2, ..,

@ v (ht) =a; Sit<T—=gq-nyVr §'t — 1, no existe ningtin jugador j
que se desvie unilateralmente (s6lo él) de a; en 7;
(i) v (hY) =& sit>T —q-nyVYr <T — q-nningin jugador
se ha desviado de (i), donde j = n — [T — t],,;>

(iii) 7; (k') =& en otro caso, donde j es el indice del jugador
que primero se ha desviado unilateralmente de a;.
Primeramente, verificamos que estas estrategias definen un equilibrio de Nash

del juego R (W) para un valor suficientemente grande de ¢. Por un lado, nétese que
una desviacién 6ptima no puede producirse por primera vez antes de entrar en la

3 La notacién [-],, indica que el niimero en cuestion se interpreta como “médulo n” (es decir, como
el resto resultante cuando se divide por n).
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senda final del juego (antes de los tltimos ¢ - n periodos) si ¢ - u se determina suficien-
temente grande (e.g. mayor que cualquier diferencia de pagos del juego bésico). Por
otro lado, ya en la senda final del juego, una desviacion éptima tampoco es posible,
ya que en ella se juega (en el equilibrio) una simple concatenacién de equilibrios de
Nash. Finalmente, se concluye que, dado g, existe un 7™ suficientemente grande
tal que, si T > T*, los pagos para cada individuo 7 inducidos por las anteriores
estrategias se aproximan de forma arbitraria a v;. Ello completa la demostracion. m

En contraste con los resultados probados en la subseccion 8.3.1 para juegos repeti-
dos de horizonte temporal infinito, la conclusién del teorema 8.7 depende crucial-
mente de dos consideraciones:

(i) laexistencia para cada jugador de algtin equilibrio de Nash en el que obtiene un
pago que excede su minimax;
(i) la utilizacién de estrategias “no perfectas”.

Asi, en relacién con (i), el teorema 8.7 nos permite garantizar que, por ejemplo,
para el juego basico dado por la tabla 8.2, el vector de pagos v = (2,2) puede ser
arbitrariamente aproximado en un equilibrio del juego repetido si el horizonte de
interaccién es suficientemente largo. Mas, si consideramos, en cambio, el dilema del
prisionero (tabla 1.1), el inico vector de pagos sostenible en el equilibrio de Nash es
el inducido por un perfil constante (D,D) a lo largo de todo el juego repetido. Ello es
debido a que, en este juego basico, el pago de equilibrio y el pago minimax coinciden
para los dos jugadores.

Por otro lado, la importancia de (ii) proviene de que, si requerimos que el equi-
librio de Nash del juego repetido sea también perfecto en subjuegos, tenemos el
siguiente resultado:

Teorema 8.8 Supdongase que el juego bdsico W tiene un tinico equilibrio de Nash, &. En
ese caso, el tinico equilibrio perfecto en subjuegos de RT (W) conlleva que cada jugador
1=1,2,..,nelijaa;encadat=1,2,... T

Demostracion. El argumento es andlogo al desarrollado en la secciéon 8.1 para el dilema
del prisionero repetido (véase el ejercicio 8.5). m

El resultado anterior aparece en marcado contraste con el teorema 8.7, cuyo
enunciado no depende en absoluto de la unicidad o no del equilibrio de Nash en el
juego basico W. Si tal unicidad se da, el teorema 8.8 descarta cualquier posibilidad de
enriquecer mediante interaccién repetida y comportamiento perfecto en el equilibrio
las posibilidades del juego basico. Asi, si reconsideramos de nuevo el juego basico
dado por la tabla 8.2, el tinico vector de pagos sostenible en cualquier repeticién
finita de él es ¥ = (4, 4), el inducido por el equilibrio del juego basico. (Comparese
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esto con las conclusiones de los teoremas 8.3-8.6 para un horizonte infinito que, aun
centrandose en equilibrios perfectos en subjuegos, de nuevo no dependen para nada
de la unicidad del equilibrio de Nash).

Por tanto, se sigue de lo anterior que si queremos sostener mediante un equili-
brio perfecto en subjuegos de R” (W) —con T finito— pagos distintos al de los
equilibrios de Nash del juego basico W, este juego ha de tener al menos dos equilibrios.
De hecho, tal como veremos en el siguiente resultado, cada individuo ha de contar
con dos equilibrios de Nash que 70 le sean igualmente indiferentes. Intuitivamente,
lo que se consigue en ese caso es un suficiente margen de maniobra para amenazar
de forma creible a cada jugador, en caso de que éste se desvie de la senda de equilibrio.

Teorema 8.9 (Benoit y Krishna, 1985) Supongase que, Vi = 1,2, ..., n, existe un equilibrio
de Nash de W, &', con W; (&) > W;(a").* Si v € V satisface v; > ©; para cada i y
dim (V) = n,° entonces Ve > 0, IT* tal quesiT > T*, el juego RT (W) tiene un equilibrio
perfecto en subjuegos cuyos pagos v para cada jugador i satisfacen v, — v;| < e.

Demostracion (parcial). Sea v € V. La argumentacion se circunscribird al caso en que
v=W(a) paraalginae € AyVi=1,2,...,n,v; > 7 esto es, el pago de cada jugador
domina el correspondiente a su equilibrio de Nash menos preferido. (Este es el
caso andlogo al tratado en los teoremas 8.3 y 8.4 para juegos repetidos de horizonte
infinito.)

De forma andloga a la demostracién del teorema 8.7, considérese una senda de
acciones terminales, (a” =1, aT~™2 . aT), con o™ = &', i = 1,2,..,n. Por
las hipétesis del teorema, el pago medio para cada jugador 7 en esta senda terminal
supera el de la senda en que o” ™"/ = &' para cada j = 1,2,...,n. Sea u; > 0 la
magnitud de esta diferencia y 4 = min; p;. Consideremos ahora una concatenacién
de ¢ sendas como la primera descrita, que da lugar a una senda terminal de longitud
q - n (aqui suponemos, claro esta, que T' > ¢ - n). Si comparamos esta senda con otra
(de longitud también ¢-n) en que cada elemento coincide con &*, lo antedicho implica
que el pago medio de cada jugador i en la primera senda supera el de la segunda en
al menos ¢ - p. Por otro lado, es obvio que ambas se pueden sostener a través de un
equilibrio perfecto en subjuegos dentro del subjuego correspondiente a las tltimas
q - n etapas del juego RT (W) .

4 Recuérdese que a@* denota el equilibrio de Nash del juego basico W que, entre todos los equilibrios
del juego, reporta al jugador i el menor pago (que fue denotado por %°).

5 Tal como fue explicado para el teorema 8.5, el requisito de que la dimensién de V' coincida con
el nimero de jugadores garantiza que el juego bdsico admite un suficiente margen de maniobra para
construir un abanico de castigos que discrimine entre los jugadores segiin su distinta participaciéon
en las hipotéticas desviaciones. En la demostracién parcial incluida més abajo esta consideracién no
desempefia ningtin papel relevante, ya que el argumento se centra en vectores de pago que dominan
el de algtin equilibrio de Nash del juego basico.
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Considérese ahora, para cada i = 1,2, ..., n, las siguientes estrategias:

() (k') =a; si t <T —q-nyVr <t—1, noexiste ningtin jugador j

que se desvie unilateralmente (sélo él) de a; en 7;

(i) (h') =& sit>T—q-nyVr<T—q-n,ningtn jugador
se ha desviado de (i), donde j = n — [T — t],;

(iii) v; (h*) = &l en otro caso, donde j es el indice del jugador

que primero se ha desviado unilateralmente de a;.

De forma andloga a la demostracién del teorema 8.7, es inmediato verificar que,
para g suficientemente grande, las anteriores estrategias definen un equilibrio per-
fecto en subjuegos de R” (W) si T' > n - ¢. Por tanto, dado ¢ (independiente de T'),
existe un T suficientemente grande tal que los pagos para cada individuo : inducidos
por las anteriores estrategias se aproximan de forma arbitraria a v;. B

El anterior resultado indica que en juegos repetidos finitos en los que el juego
basico W admite un cierto “margen de castigo” a través de equilibrios alternativos,
cualquier pago individualmente racional puede ser sostenido por un equilibrio per-
fecto en subjuegos si el horizonte de interaccién es suficientemente largo. Este resul-
tado deja fuera de su radio de accion los juegos repetidos cuyo juego bdsico presenta
un tinico equilibrio de Nash (e.g. el dilema del prisionero descrito en la tabla 1.1 o el
juego representado en la tabla 8.2). En estos casos, tal como se establece en el teore-
ma 8.8, el requisito de perfeccién en subjuegos fuerza a la adopcién continuada del
tnico equilibrio del juego basico.

A modo de ilustracién, considérese el juego representado en la tabla 8.1. En este
juego hay dos equilibrios en estrategias puras: (X,A4) e (Y,B), con pagos distintos
entre si para cada jugador. Ello implica que, por ejemplo, el vector de pagos v = (4,4)
puede ser arbitrariamente aproximado en un equilibrio perfecto del juego repetido
si el horizonte de interaccién es suficientemente largo. Por tanto, en este caso, el req-
uisito de perfeccion en subjuegos no reduce el abanico de posibilidades que pueden
alcanzarse a través del concepto menos exigente de equilibrio de Nash. Por otro lado,
en comparacién con el contexto de interaccién repetida indefinida, las conclusiones
tampoco se ven modificadas de forma sustancial: al existir en el contexto con hori-
zonte acotado el margen de maniobra inducido por los dos referidos equilibrios de
Nash del juego basico, se puede aproximar cualquier vector de pagos que sea (de
forma estricta) individualmente racional —recuérdese la discusion de este ejemplo
llevada a cabo en la subseccién 8.3.1.

Todo ello contrasta de forma acusada con contextos como el del dilema del
prisionero repetido con horizonte finito, donde, al existir un tnico equilibrio en el
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juego basico, el teorema 8.8 establece la unicidad del equilibrio intertemporal. A nivel
heuristico, tal imposibilidad de enriquecer el conjunto de posibilidades maés alla de
las permitidas por el juego bésico parece poco intuitiva. Pues, en todos aquellos
juegos en los que las ganancias de cooperacién son sustanciales (por ejemplo, si el
dilema del prisionero se repite un nimero muy grande de veces), la intuicién sugiere
que los jugadores con frecuencia deberian encontrar formas de explotar ese potencial
mediante acuerdos efectivos de cooperacién intertemporal. Exploraremos dos vias
para fundamentar esta idea. La primera, estudiada a continuacién en esta misma
subseccion, es la de relajar el concepto de equilibrio pasando de la estricta optimalidad
a la llamada e-optimalidad. La segunda, desarrollada en la seccién 8.4, se centra en
la exigencia de que nuestro andlisis del juego sea robusto ante la incorporacién de
una pequefia dosis de informacién incompleta en su especificacién.

Comenzamos nuestra discusién de criterios menos exigentes de racionalidad
presentando una definicién general de los siguientes conceptos: e-equilibrio de
Nash y e-equilibrio perfecto en subjuegos. Estos conceptos representan sendas ge-
neralizaciones de los conceptos introducidos en las definiciones 2.2 y 4.1, donde
implicitamente se supone que el “margen de tolerancia” e con el que se ignoran
desviaciones beneficiosas es nulo.

Definicion 8.1 Sea G = {N,{S;}}, {mi}iy} un juego en forma estratégica. Dado e > 0,
un perfil estratégico v* = (v{,v;,...,vy) es un e-equilibrio de Nash si Vi = 1,2,...,n,
Yo €Wy, m by®) 2 m; (97%) —&

3\ n m
Definicién 8.2 Sea I' = {N, {K.} . R, {Hi};‘zo,{{ﬂf}izo} ':1} un juego en forma
extensiva. Un perfil estratégico v* es un e-equilibrio perfecto enjsubjuegos si, para cada
p es un e-equilibrio de Nash en 1.

subjuego propio T' de T, v*

En comparacién con la nocién usual de racionalidad considerada por los con-
ceptos de equilibrio presentados hasta ahora, el concepto de e-equilibrio admite la
existencia de desviaciones que sélo suponen una mejora “pequefa” de e sobre las
estrategias consideradas. En algiin sentido, este concepto puede concebirse como
la formalizaciéon de un cierto grado de racionalidad acotada: los jugadores sélo
perciben desviaciones cuyas ganancias son “sustanciales”. Sin embargo, dado que
un cierto grado de e-racionalidad por parte de los jugadores puede abrirles grandes
posibilidades de cooperacién que serian de otro modo inalcanzables (teorema 8.10),
su interpretacion como una forma de racionalidad acotada parece en buena medida
cuestionable. Aplicado, por ejemplo, al dilema del prisionero repetido, lo antedicho
ilustra el hecho de que, como dice el conocido refrdn, en algunas ocasiones la “avari-
cia rompe el saco”. Esto es, si los jugadores prestan atencién a desviaciones cuyas
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ganancias son sélo marginales, hay posibilidades muy significativas de cooperacién
que pueden desvanecerse de forma irremediable.

Teorema 8.10 (Radner, 1980) Sea v € V tal que v; > v;, Vi =1,2,...,n. Dadoe,n > 0,
37 tal que si T > T* el juego RT (W) tiene un e-equilibrio perfecto en subjuegos cuyos
pagos v} para cada jugador i satisfacen |v} — v;| < n.

Demostracion. Seav € V conv; > v;, Vi = 1,2, ..., n, y supéngase por simplicidad que
v = W (a) para algtin a € A. Dado s € N, s < T, y cualquier equilibrio de Nash de
W, &, considérense las siguientes estrategias para cada jugadori =1,2,...,n:

@ (h) =a; si t <T—syVr <t—1,noexiste ningin jugador j

que se desvie unilateralmente (sélo él) de a; en 7;

(i) v (h*) =a&] si t <T — sy (@) no se cumple, donde j es el indice [8.8]

del primero que se ha desviado unilateralmente de a;;

(iii) v (') =& sit>T—s;

donde se recordard que &’ representa un equilibrio de Nash donde los pagos del
jugador j son minimos. Dadas las estrategias [8.8], podemos elegir ¢ € I\ tal que:

q (v; — ) > v; — v

(donde v; se define en [8.5]), de forma que ningtn jugador tiene incentivos para
desviarse ent < T — s — g de su estrategia descrita. Naturalmente, lo mismo ocurre
ent > T — s, ya que en esos periodos se juega un equilibrio del juego bésico.

Considérese ahora la posibilidad de desviaciones cuando T —s — g <t < T — s.
Fijando ¢, arbitrariamente pequefio, si s (y por tanto T) se elige suficientemente
grande cualquier desviacion en esos periodos no producira a ningtn jugador unas
ganancias (en términos de sus pagos medios) mayor que . En concreto, es suficiente
elegir

max; v; — min; v;
s+1>

g
donde 7; = W;(a). En ese caso, las estrategias descritas en [8.8] definen un e-equilibrio
de Nash de RT (W) que, tal como se comprueba inmediatamente, también es e-
perfecto en subjuegos.
Finalmente, hacemos notar que el argumento anterior (en particular, el hecho
de que las estrategias [8.8] definen un equilibrio) es independiente de 7', siempre y
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cuando T > s + g. Por tanto, si se considera un T suficientemente grande (mante-
niendo sy q fijos), el equilibrio descrito induce unos pagos (medios) que se aproximan
a v; para cada jugador de forma arbitraria. m

Aplicado, por ejemplo, al dilema del prisionero (tabla 1.1), el teorema 8.10 impli-
ca que para cualquier ¢, 7 > 0 existe un horizonte (finito) suficientemente dilatado tal
que, si el juego repetido correspondiente se extiende mds alld de este horizonte, los
jugadores pueden sostener a través de un e-equilibrio perfecto en subjuegos cualquier
vector de pagos medios (v1, ;) tal que v; > —1 — n para cada ¢ = 1,2; es decir, un
pago medio para cada uno de ellos arbitrariamente cercano al cooperativo.

8.4 Reputacion e “irracionalidad” en juegos con interaccion repetida

8.4.1 Introduccién y ejemplos

En un sentido amplio, todo equilibrio de un juego dindmico incorpora alguna idea
de reputacion. En cada momento del juego, la accién de cada jugador es anticipada
(parcial o totalmente) por los demads en funcién de lo que podriamos concebir como
su reputacion; esto es, de su comportamiento pasado. Desde esta perspectiva, el uso
del término “reputacién” parece especialmente apropiado si el contexto considerado
refleja un proceso de interaccion repetida a través de un mismo juego basico; es
decir, si consiste en un juego repetido entre los mismos agentes o entre agentes cuya
poblacién se renueva sélo parcialmente.

En general, concebimos la reputacion como un cierto “activo”: algo de valor y
costoso de conseguir que merece la pena conservar. Naturalmente, el valor de tal
reputacién dependera del horizonte temporal durante el cual se pueda disfrutar de
ella. Por tanto, si labrarse una reputacién apropiada resultara costoso, la decisién que
sobre ella tome un agente racional dependera crucialmente de la longitud temporal de
larelacion ala que puedeseraplicada. En esta subseccién introductoria, motivaremos
la utilizacién de este concepto en teoria de juegos a través de algunos ejemplos.
Como veremos, en todos ellos se manifiesta con las caracteristicas intuitivas arriba
esbozadas.

Considérese, por ejemplo, el dilema del prisionero repetido indefinidamente. En
este contexto, el equilibrio cooperativo mds sencillo es aquel que sostiene (N,N)
mediante la amenaza de responder fulminantemente a cualquier desviacién con una
adopcién indefinida de la estrategia D (es decir, con la amenaza de pasar a jugar
indefinidamente el tinico equilibrio de Nash del juego basico). Podemos concebir
este equilibrio como el fruto de una reputacion cooperativa que se va manteniendo en
el tiempo mediante un comportamiento que también es cooperativo. Esta reputacién,
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sin embargo, se presenta como un “activo” tremendamente fragil: sélo se necesita
una violacién momentanea para que sea total e irreversiblemente destruida.

Centrémonos ahora la repeticion finita del dilema del prisionero. Como vimos,
todo equilibrio de Nash induce el perfil (D,D) de forma continuada desde el mismo
comienzo del juego. Y esto es asi, recordamos, para cualquier nimero finito de repeti-
ciones, por muy grande que éste sea. Estamos en presencia, por tanto, de una marcada
“discontinuidad en el infinito”: aquello que es cierto para 7" = 0o, nolo es para ningtin
T € N. Por si sola, esta discontinuidad ya plantea problemas a un nivel exclusiva-
mente tedrico: una discontinuidad tan acusada casi siempre ha de interpretarse como
evidencia de un modelo inadecuado. Pero los problemas no sélo surgen a este nivel.
Pues, ademas de contraintuitivo (recuérdese la discusion de la subseccién 8.3.2), este
resultado contradice todos los experimentos realizados con sujetos reales. En ellos,
si el dilema del prisionero se repite un niimero grande de veces, siempre se observa
cooperacion entre los jugadores hasta que el juego se aproxima a sus etapas finales.

La via propuesta por Kreps, Milgrom, Roberts y Wilson (1982) para abordar el
problema es la de “perturbar” ligeramente el juego con una pequefia dosis de infor-
macién incompleta, modelada como en un juego bayesiano (recuérdese la seccién
6.2). Especificamente, suponen que hay una pequefia probabilidad a priori de que el
tipo de cada jugador sea “irracional”; en particular, que sea de un tipo cuyos pagos
le llevan a jugar la siguiente estrategia del ojo por ojo:

“En cada t, juéguese N si el otro jugador jugd N en el periodo anterior;
juéguese D si eligic D”.

Bajo tales circunstancias, estos autores prueban que cada jugador, por ser precisa-
mente racional, prefiere “seguir el juego” y aparentar que, bien él mismo es irracional
en el sentido descrito (juega la estrategia del ojo por 0jo), bien cree que el otro lo es
(o al menos que se comportara como tal). Demuestran, en otras palabras, que en todo
equilibrio secuencial del juego perturbado (y por pequefia que sea esta perturbacién)
los jugadores cooperan en la mayor parte del juego si éste es suficientemente largo.

Un resultado general con estas caracteristicas serd enunciado y probado mas
adelante (teorema 8.11). Esencialmente, lo que este resultado refleja es un proceso de
“inversién en reputacién”. Dado que hay una probabilidad positiva de que algiin
jugador sea de un tipo “raro” pero beneficioso (por ejemplo, adopta la estrategia
del ojo por 0jo), los jugadores prefieren comportarse como si este tipo en verdad se
hubiera materializado (es decir, hubiera sido el elegido por la naturaleza); o si no, al
menos como si el oponente asi lo creyera, o el oponente creyera que él mismo lo cree,
etc.. En general, todo ello requerira la construccién de una reputacion cuyo coste de
oportunidad puede ser significativo a corto plazo; por tanto, sélo merecera la pena
invertir en ella cuando el juego sea suficientemente largo para permitir su suficiente
explotacién ulterior.
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El resultado descrito presenta una caracteristica curiosa: a los jugadores les in-
teresa “disimular” su racionalidad. La aparente irracionalidad, en otras palabras,
puede tener efectos positivos. De todas formas, asi como, en un cierto sentido,
“racionalidad no hay mds que una” (la racionalidad se identifica con comportamiento
optimizador, en algtn sentido apropiado), “irracionalidades” hay muchas posibles.
En el ejemplo anterior, se consideré una particular que reportaba efectos partic-
ularmente beneficiosos para los jugadores (la basada en una reciprocidad ojo por
0jo). Sin embargo, en general, podriamos considerar muchas otras. Y al hacerlo,
como veremos, entraremos en una nueva manifestacion, aplicada a este contexto, de
las conclusiones que se derivaban de los etiquetados como “teoremas populares”.
En concreto, concluiremos que eligiendo apropiadamente la perturbacién del juego,
podemos sostener cualquier pago individualmente racional a través de un equilibrio
secuencial.

El problema se agudiza cuando en un mismo juego hay varias “irracionalidades”
simultdneamente posibles, cada una de ellas con una pequefia probabilidad a priori.
Pues, en ese caso, podrian coexistir una multiplicidad de equilibrios secuenciales, con
implicaciones muy distintas sobre los pagos de los diferentes jugadores. En ese caso,
uno esperaria que se desencadenara un tour de force entre los jugadores, cada uno
tratando de imponer la reputacién que le es mas beneficiosa. ;Quién esperariamos
que resultara ganador? Intuitivamente, aquel que tiene mds que ganar o perder en
ello; en particular, si hay jugadores con diferentes tipos de descuento u horizontes
temporales, aquel que tiene un tipo de descuento menor (es mas paciente) o un
horizonte temporal mds largo. Para discutir estas cuestiones de la forma mas nitida
posible, la literatura se ha centrado usualmente en un marco teérico especialmente
estilizado a este respecto: un escenario en el que conviven un jugador de largo plazo
(cuyo horizonte temporal coincide con el del juego completo) junto con una serie de
jugadores a corto plazo (recuérdese la subseccién 8.2.2). Un ejemplo paradigmatico
en este sentido (propuesto originalmente por Selten, 1978) es el llamado juego de “la
cadena comercial” que describimos a continuacion.

Considérese una gran cadena comercial que opera en un conjunto de mercados
distintos. En todos ellos, la cadena afronta la posible entrada de un pequefio com-
petidor, circunscrito a este mercado. Cada uno de estos entrantes potenciales tiene
que tomar secuencialmente la decisién de entrar o no en su mercado respectivo. Sean
t =1,2,..,T, las fechas en que la decisién de entrada tiene que ser tomada en cada
mercado (cada posible competidor, por tanto, puede ser asociado univocamente al
momento ¢ en que ha de tomar de decisién). Cuando cada entrante potencial ¢ toma
su decisién, suponemos que conoce las decisiones de la cadena comercial y su com-
petidor respectivo en cada uno del t — 1 mercados anteriores.

En cada mercado, se postula que el entrante potencial elige primero, decidiendo
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2,0)

-1,-1)

1,1

Figura 8.1. Juego bésico, cadena comercial.

si entra (E) o no (N). Si decide entrar, la cadena comercial puede responder de dos
formas. Puede luchar (L) o decidir que compartira el mercado (C). Este juego basico
puede representarse como aparece en la figura 8.1, donde el jugador 2 se identifica
con el entrante potencial y el 1 con la cadena comercial:®

Claramente, el tinico equilibrio perfecto en subjuegos del juego representado en
la figura 8.1 es (C, E). Considérese ahora el caso en que, tal como se ha sugerido
mads arriba, este mismo juego se repite un niimero finito de veces entre un tinico
jugador de largo plazo (la cadena comercial) y 7" entrantes potenciales. (Es decir,
consideramos el juego RT(W), donde W es el juego basico representado en la figu-
ra 8.1 y utilizamos la notacién de la subseccién 8.2.2.) En ese caso, recurriendo a un
argumento de induccion retroactiva ya familiar, se comprueba inmediatamente que
el tnico equilibrio perfecto en subjuegos del juego RT también induce (C, E) en cada
t=1,2,..,T.

Centrémos ahora nuestra atencioén en la extensién del contexto anterior a un
numero infinito de mercados, donde los pagos intertemporales de la cadena comer-
cial se identifican con sus pagos medios (el juego R (W) o sus pagos descontados
a una cierta tasa ¢ (el juego RS (W)). En ese caso, ademds del equilibrio que induce
jugar (C, E) de forma indefinida para cada mercado, existe otro en que se juega (L, N)

% Con el objeto de mantener nuestra identificacién general del jugador 1 como el de “largo plazo”
(véase la subseccion 8.2.2), adoptamos aqui la convencion atipica de asignar el indice 2 al jugador que
mueve primero dentro del juego bdsico.
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en todos los mercados.” Este equilibrio puede cimentarse en la reputacién de que
si cualquier competidor llegara a entrar, la cadena comercial lucharia (elegiria L).
Naturalmente, para que la cadena comercial desee mantener esta reputacion si al-
guna entrada efectivamente se produjera, ha de ser “fragil” en un sentido apropiado.
Esto es asi si, por ejemplo, su persistencia en el tiempo depende de que no se haya
violado jamds; o en otras palabras, si se ve sustancialmente alterada (digamos, por
la reputacién alternativa de que la cadena compartird sus mercados en el futuro) a
partir del primer momento en que la cadena comparta un mercado.

Lo antedicho, no es méas que la descripcién verbal del siguiente equilibrio:

Paracadat=1,2,..., y para cada k' € H?,

n(r) =L
n(h)=N si Vr<t—1,a]#C [8.9]

= F en otro caso.

Una caracteristica interesante del equilibrio anterior (;s6lo de Nash, también
perfecto en subjuegos? —considérese de nuevo el ejercicio 8.11) es que, en contraste
con el dilema del prisionero repetido indefinidamente, la reputacién se puede man-
tener en este caso sin necesidad de ponerla en practica jamas (s6lo ha de confirmarse
cuando un competidor entra, lo cual nunca se produce en el equilibrio). Sin em-
bargo, ambos escenarios si tienen un importante rasgo comtn: tanto en el dilema del
prisionero repetido como en el juego de la cadena comercial, sus andlisis cambian
dréasticamente cuando pasamos de un horizonte infinito a otro finito.® En el caso que
ahora nos ocupa, esta alteracién, juzgada contraintuitiva, de la conclusién se conoce
en la literatura como “la paradoja de la cadena comercial”.

Kreps y Wilson (1982b) y Milgrom y Roberts (1982) abordaron independiente-
mente la “resoluciéon” de esta paradoja de forma similar a la descrita mas arriba para
el dilema del prisionero. En concreto, postularon que, en el contexto con horizonte
finito, existe una pequefia probabilidad a priori de que el tipo de la cadena comer-
cial lleve aparejados unos pagos distintos de los considerados en la figura 8.1; por
ejemplo, se puede suponer que en ese caso los pagos son de la forma indicada en la
figura 8.2.

En este segundo caso, la cadena comercial siempre combatird la entrada de
cualquier competidor y, por tanto, es 6ptimo para todo entrante potencial permanecer

7 Naturalmente, en el juego R® (W) con pagos descontados, esto sélo es cierto si § es suficientemente
grande —véase el ejercicio 8.11.

8 Recuérdese que, tal como hemos explicado mds arriba, una repeticién finita del juego de la cadena
comercial con distintos entrantes potenciales induce la entrada de todos ellos en el #nico equilibrio
perfecto en subjuegos.
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2,0

(3/2,-1)

1,1
Figura 8.2. Juego bésico alternativo, cadena comercial.

fuera del mercado. Teniendo esto en cuenta, el enfoque considerado presenta bas-
tantes paralelismos con el descrito mds arriba para el dilema del prisionero. En con-
creto, es posible probar (véase el teorema 8.12) que, por pequeiia que sea la dosis de
informacién incompleta postulada, si el horizonte temporal T es suficientemente am-
plio, todo equilibrio secuencial del juego repetido perturbado descarta que ninguno
de los competidores potenciales entre en una primera fase arbitrariamente larga del
juego. Este comportamiento es una respuesta 6ptima al deseo por parte de la cadena
comercial de mantener durante esa fase una reputacion de combatir cada posible
entrada, ya que con ello se garantiza unos pagos medios arbitrariamente cercanos a
los de monopolio (esto es, cercanos a 2) a lo largo del juego repetido.

Aunque esta conclusién pueda parecer muy similar a la descrita para el dilema
del prisionero repetido, es importante comprender que el presente contexto es bas-
tante diferente del anterior. Pues, en este caso, la construccién de la reputacion no es
undnimamente ventajosa para todos los jugadores. Mientras que la cadena comer-
cial hara todo lo posible para que se consolide, los competidores harian todo lo que
estuviera en su mano para que se hundiera. Sin embargo, las posibilidades de estos
dltimos son muy limitadas (de hecho, inexistentes), ya que su horizonte temporal
de participacién es tan corto.” Explotando este hecho, el jugador a largo plazo (la
cadena comercial) utiliza a fondo sus posibilidades intertemporales para imponer a

% Como se explica en la observacién 8.7 mas adelante, lo importante aqui son las magnitudes
relativas, no las absolutas, tanto en los horizontes temporales como en los tipos de descuento de los
distintos jugadores.
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cadena comercial) utiliza a fondo sus posibilidades intertemporales para imponer a
lo largo del juego la reputacién que mads le interesa. Como veremos (teorema 8.12),
éste es un fenémeno que se manifiesta con bastante generalidad en contextos de in-
teraccion repetida en los que coexisten un jugador a largo plazo y una serie finita
(suficientemente grande) de jugadores de corto plazo.

8.4.2 Un horizonte temporal comtin*

En la linea sugerida por la seccién anterior, presentamos ahora un resultado general
que precisa el sentido en que la voluntad por parte de los jugadores de consolidar
una cierta reputacién (incluso si esta reputacion es, en cierta medida, de “irracionali-
dad”) puede sostener en el equilibrio pagos que no serian alcanzables en otro caso. Si
tuviéramos que resumir escuetamente el resultado que nos ocupara en esta seccion,
podriamos describirlo verbalmente como sigue:

“En un proceso largo de interaccion sujeto a cierta ligera incertidumbre
sobre los tipos de los jugadores, puede resultar racional aparentar lo que
uno no es (incluso aunque el tipo aparentado sea altamente improbable), si
la reputacion asociada es 1itil para obtener unos mayores pagos.”

Por simplicidad, consideraremos un contexto bilateral. En él, dos jugadores, 1
y 2, saben que con probabilidad “alta” (1 —¢)?, 1 > ¢ > 0, repiten T veces un cierto
juego basico W; es decir juegan RT (W). También saben que, con probabilidad a
priori €, cada uno de ellos puede ser elegido de un “tipo” diferente. Concretamente,
en este tltimo caso cada jugador tiene unos pagos diferentes, que por ahora se dejan
sin especificar. Conceptualmente, el conjunto de estos distintos tipos alternativos se
interpreta como el rango de posibles reputaciones que pueden llegar a consolidarse
durante el desarrollo del proceso.

El contexto descrito se puede modelar como un juego con informacién incom-
pleta, en el que los tipos de cada jugador son elegidos de forma independiente por
la naturaleza al principio del juego, y son luego revelados de forma privada a cada
jugador respectivo. Con probabilidad 1 — ¢, el tipo elegido para cada jugador 7 tiene
pagos dados por 7 (-), tal como fueron definidos en la seccién 8.2.1 para el juego
bdsico W. Denominamos a éste el “tipo normal”. Por otro lado, con la probabilidad
complementaria ¢, los pagos del jugador ¢ son del “tipo anormal”, y vienen dados
por una funcién

’l/}i : I{T+l =% R,

que se elige discrecionalmente en funcién del vector de pagos para el tipo nor-
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mal que se desee sostener en el equilibrio."
El juego de informacién incompleta descrito se denotard R” (W, e, (¥;),_; ,). En
este contexto, podemos probar el siguiente resultado.

Teorema 8.11 (Fudenberg y Maskin, 1986) Sea v € V con v; > 9;, Vi = 1,2. Ve > 0,
existe un T* y apropiadas “reputaciones” (1;);_,, tales que, si T > T*, el juego
RT (W, e, W),y ,) tiene un equilibrio secuencial ™' cuyos pagos v} para el tipo normal de
cada jugador i satisfacen |v; — v}| < e.

Demostracion. Supéngase, por simplicidad, que v = W (a) para algtin a € A. Primera-
mente, necesitamos definir las reputaciones alternativas (¢;);_, , para cada jugador
i = 1,2. A este respecto, postulamos que la funcién de pagos v; asociada al tipo
“anormal” del jugador i convierte en dominante la siguiente estrategia:

% (h*) =a; si Vr <t—1,ningtin jugador j [8.10]
se ha desviado unilateralmente de a; en 7;
en otro caso, donde j es el indice del jugador [8.11]

que primero se ha desviado unilateralmente de a;.

Fijese un cierto 7, y considérese un equilibrio secuencial (%;);_;, del juego
RT (W, e, (1);_; ,) con la siguiente caracteristica: si existeunt =1,2,...,T, tal que la
probabilidad en ¢ del tipo normal es 1, entonces

%) =04 Yr =t

donde & es un cierto equilibrio de Nash de W. Claramente, un equilibrio secuencial
con esta caracteristica existe siempre. Ademds, dado que el tipo normal siempre tiene
la opcién de revelar inmediatamente su tipo, el pago v{ que cada jugador i = 1,2
obtiene en ese equilibrio satisface:

vy > %(yi + (T — l) 03),

donde recordamos que v; denota el pago minimo del jugador 7 en W.

10 Puede ser ttil concebir estos pagos arbitrariamente elegidos como pardmetros del modelo.
Conforme estos pardmetros varian, el juego genera una amplia gama de pagos de equilibrio, tal como
se establece en el teorema 8.11.

11 Tal como se explicé en la seccién 6.2 (véase la discusién que sigue a la definicién 6.1) un contexto
con informacién incompleta se puede modelar como un juego en el que la naturaleza mueve primero
y revela la informacién de su tipo a cada jugador de manera privada. El equilibrio secuencial indicado
se entiende referido al juego trilateral en el que participan la naturaleza y los jugadores 1y 2.
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Supéngase ahora que el horizonte de la interaccién T satisface ' > 7'y con-
sidérese la siguiente estrategia para el tipo normal:'?

v (h) =% (r") si t<T-T; [8.12]

=% & t27-T 3 ¥YoreT-2, [8.13]
ningtn jugador se desvi6 unilateralmente;

=% (r*) en otro caso. [8.14]

Confirmamos ahora que, para cualquier ¢ > 0 dado, las estrategias definidas por
[8.10]-[8.14] definen un equilibrio secuencial para el juego R” (W, e, (14;);_, ,) si T es
elegido suficientemente grande. Para el tipo “anormal”, las estrategias definidas
por [8.10]-[8.11] son secuencialmente éptimas por hipétesis. Para el tipo normal,
la verificacién de que las estrategias especificadas en [8.12]-[8.14] son 6ptimas para
cualquier ¢ se puede descomponer en tres etapas.

(1) Seat > T — T,y supéngase que no se ha producido ninguna desviacién
unilateral en 7 € {1,2,...,7 — T — 1}. Entonces, [8.13] prescribe un comportamiento
de acuerdo con (%;);_, , que, por construccién, define un equilibrio en la parte final
del juego de longitud 7. (N6tese que, si no ha habido ninguna desviacién hasta 7— 7,
las probabilidades entre tipos en ese momento coinciden con las que prevalecian a
priori.)

(2) Supodngase ahora que en un cierto t' < ¢ se ha producido una desviacién
unilateral por parte de algtin jugador j. La prescripcién de [8.11] y [8.14] implica que
en t (y todos los periodos ulteriores) se jugara el equilibrio & del juego bésico. Ello
induce, obviamente, un equilibrio en el conjunto del juego.

(3) Finalmente, consideremos la tercera posibilidad. Seat < T— 7'y sup6éngase
que 7o se ha producido ninguna desviacion unilateral anterior. Se ha de probar que
es 6ptimo para cada jugador 7 = 1,2 no desviarse unilateralmente de las estrategias
descritas; es decir, que es 6ptimo para cada uno de ellos adoptar a; en ¢. Por un lado,
desvidndose de esta accién, obtiene como méximo un pago agregado

v+ (T — 1), [8.15]

donde recordamos que v} se define como el pago maximo del jugador i en el juego W.
Por otro lado, si su oponente sigue la estrategia definida en [8.12]-[8-14], el jugador
i se puede garantizar, mediante el seguimiento de la estrategia del tipo anormal ¥;,
una senda de pagos que suman al menos

e —t+Dv+(1—e)(y; + (T —1)%). 8.16]
12 Obviamente, la descripcién de la estrategia incluye sélo dos posibles contingencias: cuando la

estrategia coincide con 4; (ht) y cuando lo hace con ¥; (ht) . Este tltimo caso se desglosa en dos
distintos para facilitar su comprensién.
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Por lo tanto, siguiendo la estrategia dada por [8.12]-[8.13], el pago de este individuo
no puede ser menor que esta magnitud. Para concluir la demostracién, es suficiente
comprobar que, si T es suficientemente grande, la expresion [8.16] excede necesaria-
mente la [8.15]. Restando [8.15] de [8.16] obtenemos:

e(T —t) (; — T;) + (1 — &) u; + ev; — v}

Dado que t < T — T (es decir, T — t > T') la expresién anterior serd positiva si 7" es
suficientemente grande. Concretamente, si

T>v;—(1—s)yi—svi

& (vi = f)i)

Como 7' se puede determinar de forma independiente de 7' (la longitud total del
juego), los pagos medios en el conjunto del juego para cada jugador i = 1,2 se
pueden aproximar de forma arbitraria al deseado valor v; (que, en este caso, es el
pago de las primeras T— T etapas) si 7'/7 se elige suficientemente grande. m

Observacién 8.5 El teorema 8.11 puede entenderse como evidencia de que determi-
nados resultados demostrados en la seccion 8.3.2 para juegos repetidos de horizonte
finito (especificamente, el teorema 8.8 y sus implicaciones, por ejemplo, para el dilema
del prisionero repetido) no son robustos ante pequefias perturbaciones del contexto
estudiado. En el caso que ahora nos ocupa, la perturbacién considerada es la in-
clusiéon de una ligera dosis de informacién incompleta. En contraste con ello, las
similares consideraciones introducidas por el teorema 8.10 se referian al concepto de
racionalidad, admitiendo entonces que los jugadores pudieran ser sélo e-racionales
para un € pequeno.

8.4.3 Diferentes horizontes temporales*

Como ya explicamos en la seccién 8.4.1, el abanico de posibles reputaciones (y corres-
pondientes pagos de equilibrio) que pueden consolidarse dentro de un proceso de
interaccién repetida dependera crucialmente de cudles sean los distintos horizontes
temporales de los agentes. Un claro ejemplo de ello viene dado por el juego de la
cadena comercial alli considerado. En este contexto, el supuesto de que la cadena
comercial tiene un horizonte de interaccién mas dilatado que el de los ocasionales
entrantes potenciales permite a aquélla “imponer” la reputacién que més le conviene:
“luchar siempre”. En cierta forma, podemos concebir la fragilidad en el equilibrio de
esta reputacién como una via para hacer creible la voluntad por parte de la cadena co-
mercial de comprometerse a no compartir el mercado (algo que no es secuencialmente
6ptimo en cada juego basico). Con ello, la cadena comercial consigue indirectamente
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reproducir una estructura secuencial de decisién a la Stackelberg que le permite
comportarse como un lider en cada mercado; es decir, permuta de facto el orden de
movimientos (primero el entrante, después la cadena comercial) que presenta el juego
bésico.

En esta secci6n, establecemos un resultado general con caracteristicas analogas.
El escenario considerado es el descrito en la subseccién 8.2.2, con la importante
variacion que supone el introducir una pequesia dosis de informacién incompleta
sobre el tipo del jugador de largo plazo. Especificamente, se postula que con prob-
abilidad a priori préxima a (pero menor que) 1, el juego se puede identificar con el
juego repetido RT (W), para un determinado horizonte temporal 7' y juego basico
W. Por otro lado, con la probabilidad complementaria, los pagos del jugador a largo
plazo (el jugador 1) son diferentes de los asociados a una repeticiéon T' veces de W.
En particular, se supone que, en ese caso, el jugador 1 puede ser (con probabilidad
positiva) de un tipo que repite indefinidamente una cierta accién (por ejemplo, su
“accién de Stackelberg”) en el juego W; o, concebido de otra forma, que tiene esa
accion como una estrategia dominante del juego bésico.

Mads formalmente, sea .J; el espacio de tipos del jugador 1 que son alternativos
al tipo normal. Por lo antedicho, podemos asociar [7; con el espacio de acciones del
jugador 1 en W. Restringiendo nuestra atencion a estrategias puras, identificaremos
Jh con A; y denotaremos el tipo que adopta indefinidamente la accién a; por 6 (a;) .
El contexto descrito se puede modelar como un juego con informacién incompleta
en el que el tipo del jugador 1 es revelado privadamente a este jugador una vez que
la naturaleza lo extrae aleatoriamente del espacio

\71=$U{9n},

donde 6, simboliza el tipo normal cuyos pagos son los asociados a RT (W). Por
su parte, los T jugadores de “corto plazo” (tantos como periodos) se suponen todos
de un mismo tipo “normal” y sus pagos vienen dados por W, (la segunda de las
componentes de W () = (W;(-), W,(-))). El juego asi definido, con una probabilidad
a priori sobre los tipos del jugador 1 dada por una cierta probabilidad P (-), serd
denotado por RT (W, jl, Pl) .

Si el jugador 1 pudiera comprometerse a una determinada accién pura (por
ejemplo, si pudiera mover primero de forma irreversible en cada juego basico) el
pago mayor que se puede garantizar en cada periodo ¢ viene dado por:

U1 = max min Wi (g, ar),
a1 €A azEprar)

donde
p2 i Al 2 A

13 Sin embargo, el andlisis no es directamente aplicable, tal como se explica en el ejercicio 8.14.
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representa la correspondencia de “mejor respuesta” del jugador de corto plazo en
cada t; esto es, el conjunto de acciones a, € A, que representan una respuesta 6ptima
acadaa; € Ay. Al pago v; le denominaremos pago de Stackelberg del jugador 1, siendo
a; € A; una cualquiera de las acciones que lo inducen. El préximo resultado establece
que, para un agente con horizonte temporal suficientemente largo, el pago 7; es una
cota inferior aproximada en cualquier equilibrio secuencial del juego descrito.

Teorema 8.12 (Fudenberg y Levine, 1992) Supdngase que P (6 (a1)) > 0. Ve > 0, IT*
tal que si T > T*, los pagos vy para el tipo normal de jugador 1 en el juego RT (W, 5, P1>

satisfacen vy > vy — ¢ en cualquiera de sus equilibrios secuenciales.

Demostracion. Sea (71, 7,) un equilibrio secuencial del juego RT ( W, jl , P1) . Inducido
por este equilibrio, podemos calcular para cada Bt = 12,0, 1a probabilidad
x (af =@ | h') de que, después de una cierta historia hasta ¢, el jugador 1 adopte
la accién a;. Como la correspondencia de mejor respuesta p, () es hemi-continua
superiormente, ha de existir un cierto ¥ < 1 tal que si

x (et =a | n*) > %

entonces

sop (% (h')) C p2 @), [8.17]

donde 7, (-) representa la estrategia del individuo de corto plazo.

Supdngase ahora que el tipo 6,, de jugador 1 adopta la estrategia del tipo 6 (a,) .
Probaremos que, en ese caso, y para cada ¢ = 1,2,...,T, una de las dos siguientes
afirmaciones es cierta:

@ x(af=ai|n") 2%

o bien

() P (6G@)|r"*) > LR (0G0 | R,

donde P; (- | h') denota la probabilidad a posteriori sobre el tipo de jugador 1 resul-
tante tras una historia h'.

Para probar esta disyuntiva, considérese un cierto ¢ en el que no se satisface @d).
Aplicando la regla de Bayes, tenemos:

x (at = a1 | ht,0(@)) P (0(@1) | hY)
X (af =a | ht)

’

P (0@@) | ™) =

en donde, extendiendo la notacién anterior, x (a’ls =ay | k%, 8 (al)) indica la probabi-
lidad con que el jugador 1 adopta la accién a; tras la historia k' si es del tipo 6 (a;) .
Naturalmente, x (a! = @; | h%,0(a;)) = 1, con lo que se sigue (ii).
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Manteniendo por el momento la hipétesis de que el tipo 6,, de jugador 1 adopta
la estrategia del tipo 6 (a;), considérese cualquier ¢ arbitrario. Si (i) se cumple en ¢,
tenemos [8.17]. Por otro lado, si (i) no se verifica (y por tanto se satisface (ii)), la
probabilidad a posteriori del tipo 6 (a;) crece a la tasa 1/X. Ya que la probabilidad a
priori P1(6(a;)) > 0, esto tltimo implica que, para un cierto nimero maximo s de
periodos en los que 70 se satisface (i), ha de verificarse que:

t' >t+s= PR (e(al) | ht') > x. [8.18]

En virtud de lo anterior, podemos concluir que, siguiendo la estrategia del tipo
6 (a1), el jugador 1 de tipo 6,, se puede garantizar un pago de v; en al menos T — s
periodos. Por tanto, dado que es posible elegir s en [8.18] independientemente de
T (estrictamente, s6lo depende de P, (A (a1)) y X), el jugador 1 de tipo 6, puede
garantizarse un pago medio no menor que 7; — ¢, para cualquier e > 0, si T es
suficientemente grande. Obviamente, ningtn equilibrio secuencial puede otorgarle
un pago menor, lo que completa el argumento. ®

Observacién 8.6 Es facil comprobar que el resultado anterior se refuerza (en concreto,
el pago v; se convierte en una cota exactamente alcanzable) si tomamos en cuenta un
horizonte infinito y se consideran los pagos medios como funcién objetivo del agente
a largo plazo. Por otro lado, también se puede verificar que si la funcién objetivo del
jugador a largo plazo coincide con sus pagos descontados, la conclusién del teorema
8.12 se mantiene (en términos de una cota aproximada) para un tipo de descuento
suficientemente préximo a 1. '

Observacién 8.7 Para facilitar la discusion, el marco tedrico postulado en esta sub-
seccién es relativamente extremo: un #nico agente a largo plazo convive con una
serie de jugadores sin ningiin horizonte de futuro. En general, seria deseable contar
con modelos més ricos que permitieran estudiar asimetrias menos marcadas entre
los horizontes temporales de los distintos agentes en conflicto. (Asi, por ejemplo,
en el contexto de la cadena comercial, parece interesante admitir la posibilidad de
que tanto los entrantes potenciales como la cadena comercial tengan horizontes tem-
porales no triviales y que, por tanto, todas las partes en conflicto puedan intentar
consolidar una reputacién beneficiosa a lo largo del proceso.).

En tales contextos mds generales, parece claro que la capacidad de cada uno
de los jugadores de conseguir “imponer” una reputacién ventajosa ha de depen-
der de un conjunto amplio de factores; entre ellos, naturalmente, sus diferentes hori-
zontes temporales y/o tasas de descuento han de desempefiar un papel fundamental.
Un andlisis riguroso de estas consideraciones ha sido llevada a cabo formalmente por
Schmidt (1991).
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Ejercicios

Ejercicio 8.1 Considérese el juego del dilema del prisionero (tabla 1.1) repetido dos
veces. Represéntese en forma extensiva, enumerando también fodas las estrategias
de cada jugador ;Cuadles definen un equilibrio de Nash?, ;cudles son racionalizables?

Ejercicio 8.2 Considérese el dilema del prisionero repetido indefinidamente con
preferencias descontadas al tipo §. Particularicense para este caso las estrategias del
tipo considerado en la demostracién del teorema 8.1, que sostienen el perfil (N,N) de
forma constante a través de un equilibrio del juego repetido.

(@) ¢Cuadl es el valor minimo é para el tipo de descuento que permite que estas
estrategias definan un equilibrio de Nash del juego repetido?

(b) Seaé > &, donde é es el valor encontrado en (a). ;Definen también las estrategias
consideradas un equilibrio perfecto en subjuegos? Expliquese.

Ejercicio 8.3 Dado un cierto juego basico W, pruébese que todo perfil estratégico de los
juegos R® (W), R (W) o RT (W) que induzca para cada t un determinado equilibrio
de Nash de W (no necesariamente el mismo para cada t) define un equilibrio perfecto
en subjuegos del juego repetido.

Ejercicio 8.4 Considérese un contexto con n (> 3) empresas en un mercado oligopo-
lista con producto homégeneo, cuyo coste de produccion es constante e igual a cero
para cada una de ellas. La funcién de demanda se postula lineal de la siguiente
forma:

P=g—0bX},z;, a>0,b>0,

donde z; es la produccién de la empresai =1,2,...,n.
En este contexto, supéngase:

(i) las empresas compiten a la Cournot de forma indefinida a lo largo del tiempo,
eligiendo simultdneamente en cada periodo t = 1, 2... sus cantidades respectivas
de produccién;

(ii) cada empresa, a la hora de tomar su decisién de produccién en cada t, sélo
conoce (ademads de sus propias decisiones anteriores) los precios materializados
en los periodos T < t;

(iii) las empresas son “infinitamente pacientes”; en concreto, sus pagos intertempo-
rales coinciden con sus beneficios medios a lo largo de todo el proceso.

(Cudl es el rango de beneficios medios sostenibles en un equilibrio perfecto en
subjuegos del juego repetido? Compare su contestacién con la conclusién del teore-

ma 8.6.

Ejercicio 8.5 Demostracion del teorema 8.8.
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Ejercicio 8.6 Sea W el juego basico descrito en la tabla 1.2 del capitulo 1.

(a) Calclese el rango de pagos que se pueden sostener en un equilibrio de Nash de
R (W), iy en un equilibrio perfecto en subjuegos?

(b) Calctlese el maximo pago simétrico que puede sostenerse en un equilibrio per-
fecto en subjuegos de R® (W) para § = 0,95. ;Es eficiente? Describanse las
estrategias de equilibrio.

(c) Contéstense a las mismas preguntas que en (b), pero para 6 = 0,1.

(d) Contéstense a las mismas preguntas que en (b) y (c), pero con respecto al pago
simétrico minimo. (Recuérdese especificar las estrategias de equilibrio en cada
caso.)

Ejercicio 8.7 Considérese el juego bésico del ejercicio 8.6.

(a) Calctlese el maximo pago simétrico que puede sostenerse en un equilibrio per-
fecto en subjuegos de RY (W) para T' = 2, ;y para T = 100? Describanse las
estrategias de equilibrio.

(b) Contéstese a las preguntas planteadas en (a), pero con respecto al pago simétrico
minimo.

Ejercicio 8.8 Considérese el juego descrito en la tabla 8.1. Respéndase a las mismas
cuestiones que en (a), (b) y (c) del ejercicio 8.6 con respecto a este juego.

Ejercicio 8.9 Considérese el juego descrito en la tabla 8.1. Contéstense a las mismas
cuestiones que en (a) y (b) del ejercicio 8.7 con respecto a este juego.

Ejercicio 8.10 Pruébese que, dado un cierto juego bésico W, 35 > 0 tal que si § < 8
y v es un equilibrio de Nash de R® (W), se satisface que para toda historia h* con
probabilidad positiva en el equilibrio de Nash, v (k') = o para algtin equilibrio
de Nash a* de W. ;Es esta conclusién también cierta si, dado v, la historia h' tiene
probabilidad a priori cero?

Ejercicio 8.11 En el contexto de la cadena comercial con horizonte infinito, calctilese la
tasa de descuento § méxima que es consistente con que las estrategias descritas en [8.9]
definan un equilibrio de Nash ;y para que sea un equilibro perfecto en subjuegos?

Ejercicio 8.12 ;Consigue la e-racionalidad (esto es, los conceptos de e-equilibrio intro-
ducidos en las definiciones 8.1 y 8.2) solucionar la “paradoja de la cadena comercial”?
Dése una contestacién precisa a esta cuestion (es decir, un argumento riguroso o un
contraejemplo).

Ejercicio 8.13 Considérese un juego basico W dado por la siguiente matriz de pagos:
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D N
D 1,1 b,0

N 0,b a,a

Supéngase que b > a > 1, de forma que estamos en presencia de un juego
del tipo “dilema del prisionero”. Considérese el juego de informacién incompleta
RT (W, £, (TI’i)iﬂ,z) endonde, para un T'y € dados, la “reputacién alternativa” ; para
cada i = 1,2 identifica a un tipo de jugador cuyos pagos intertemporales presentan
las siguientes caracteristicas:

e si el oponente 1o ha jugado D con anterioridad, es una estrategia dominante
jugar N en cada periodo;

e siel oponente ha jugado alguna vez D, sus pagos en etapas posteriores son como
en la tabla descrita.

(@) Seae = 0,1 yT = 2. Determinense valores para los pardmentros a y b de forma
que exista un equilibrio secuencial en el que a los individuos del tipo normal les
es indiferente jugar N o D en el primer periodo del juego.

(b) Bajo las condiciones especificadas en (a), identifiquense valores de a y b para los
cuales, a lo largo de algtin equilibrio secuencial, los jugadores del tipo “normal”
encuentran 6ptimo jugar N en todos los periodos del juego.

(c) Fijados los valores de a y b elegidos en (a), supdngase que ¢ = 0,01. Determinese
el minimo valor de T para el cual los jugadores del tipo normal deciden cooperar
en el primer periodo del juego en algun equilibrio secuencial.

Ejercicio 8.14 Considérese el juego de la cadena comercial con un nimero finito de
entrantes potenciales y juego bdsico (en forma extensiva) descrito en la figura 8.1.
Este juego refleja la situacién subyacente con probabilidad 1 — 7, donde n € (1/2,1).
Sin embargo, con probabilidad a priori 7, los pagos no son como en la figura 8.1
sino como en la figura 8.2. La cadena comercial estd informada de cuéles son las
circunstancias pero no asi los entrantes potenciales. En este contexto, disctitase la
siguiente afirmacion:

Dado 7, por pequefio que éste sea, si el niimero de entrantes potenciales es
suficientemente grande, la cadena comercial encontrard siempre beneficioso
combatir cualquier posible entrada, desde el mismo principio del juego hasta
“casi” el final. A lo largo de este proceso, su “reputacion” (la percepcion
que tienen los posibles entrantes sobre los pagos subyacentes) no cambia;
es decir, coincide con las probabilidades a priori.
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Sugerencia: Refiérase al método de prueba del teorema 8.12, con especial cuidado
en entender el comportamiento que se producird al final del juego. Nétese que, en el
presente contexto, el juego basico considerado es secuencial (es decir, no simultineo),
lo que imposibilita una aplicacién directa del teorema 8.12.



9. APLICACIONES IV

9.1 Colusién y oligopolio

9.1.1 Competencia a la Cournot: observacién perfecta

Considérese un contexto como el descrito en la seccion 3.1, donde un conjunto finito de
n oligopolistas compite en un mercado cuyo bien es homogéneo. Los consumidores
se formalizan a través de una funcién de demanda agregada

F:R,—-R, [9.1]

que especifica, para cada precio p € R,, la correspondiente demanda total del pro-
ducto F(p). Su correspondiente inversa (que se supone bien definida) se representara
por P(-).

Cada empresa i = 1,2, ..., n tiene asociada una funcién de coste

Ci: R = R,

donde C;(g;) representa el coste de producir la cantidad ¢;. Correspondientemente,
su funcién de beneficios se define de la forma siguiente:

n
.7 (7 TR = E— P(Z 9i) ¢ — Ci(qy) (i=1,2,..,n).
i=1
Por simplicidad, nos restringiremos a contextos simétricos donde C;(-) = C(-) para
cadai = 1,2,...,n y, por tanto, las funciones de beneficios (r;(:));%; son invariantes
ante cualquier permutacién en los indices de las empresas.
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Si identificamos la produccién de cada empresa como su variable de decisién y
suponemos que todas ellas conciben su interaccién estratégica aislada en el tiempo,
el concepto apropiado de andlisis es el de Cournot-Nash, tal como fue definido en
[3.3]. En lo sucesivo, supondremos que existe un #inico equilibrio de Cournot-Nash,
simétrico, en donde cada empresa produce al nivel z¢ y obtiene beneficios 7.

Silas empresas pudieran coordinarse (y comprometerse) para producir una cierta
cantidad, idéntica para todas ellas, desearian producir 2™, donde n-z™ es la cantidad
de monopolio que maximiza los beneficios totales de las empresas. Suponiendo
igualmente que esta tltima cantidad es tnica, se define 2™ como:

z™ = arg T%;m(w, o) [9.2]

Por ejemplo, en el caso sencillo en que la funcién inversa de demanda es lineal:

P(@Q =max{M —dQ,0},Q=> ¢, M >0,d>0, [9.3]
=1

y las (idénticas) funciones de coste también lo son:

Ci(g:) = cg;, ¢ > 0, [9.4]
tenemos:
£ = M—c 9.5]
X e '
M—c
™= . 9.6
i 2nd [9.6]

Obviamente, sin > 1, z°#z™ y, por tanto, las empresas no pueden coordinarse/com-
prometerse de forma creible a producir las cantidades ™ que maximizan de forma
simétrica sus beneficios totales.

Supongamos ahora que las mismas n empresas estdn presentes en el mercado
durante un determinado horizonte temporal 7. Como sabemos por el andlisis de-
sarrollado en la seccién 8.3.2, si T es finito, el inico equilibrio perfecto en subjuegos
consiste en la repeticion del perfil (z€, ..., z¢) cada periodo; es decir, en ese caso, la
repeticién de la interaccién no enriquece las posibilidades estratégicas (creibles) de
las empresas.

Sin embargo, cuando el horizonte de la interaccién es ilimitado (7' = c0), sabe-
mos también por una adaptacién inmediata del teorema 8.3 que las empresas pueden
sostener el comportamiento colusivo (z™, ..., ™) como un equilibrio perfecto en sub-
juegos, siempre y cuando la tasa ¢ a la que descuentan beneficios futuros sea sufi-
cientemente préxima a la unidad.! En particular, las siguientes estrategias sencillas (a
veces llamadas “de gatillo”) para cada empresa i = 1,2, ..., n consiguen este objetivo:

! Aunque el juego bésico se suponia finito en el capitulo 8, resulta claro que la naturaleza del
argumento es aplicable a juegos simultdneos arbitrarios en los que existe algtin equilibrio de Nash.
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(a) Parat =1, g} =2™.

(b) Vt=2,3,...,
®1) [V <t¥i=1,2,.m, ¢
(b.2) en otro caso, ¢! = z°.

Estas estrategias sostienen el comportamiento colusivo mediante la simple ame-
naza de jugar indefinidamente el perfil cournotiano (z°, ..., z°) —lo cual representa
una amenaza creible, ya que induce un equilibrio perfecto en subjuegos del juego
repetido— a partir del primer momento en que alguna empresa se ha desviado en
el pasado. Las estrategias (a)-(b) definen un equilibrio perfecto del juego repetido
siempre y cuando la tasa de descuento é sea suficientemente alta. En particular (véase
el ejercicio 9.1), es suficiente que

55 T_":W_ , [9.7]
fi™ =@®
donde
17 = mile™ e )y [9.8]
7€ = m (S, ..., z°), [9.9]
#™ = max m;(g;, (@), i€{1,2,..,n}, [9.10]

qi

siendo g™ el vector (z™, ..., 2™) y (g™)—; este mismo vector sin su componente iésima.
Naturalmente, tenemos:
7 St o,

Las estrategias definidas en (a)-(b) tienen dos problemas que nos gustaria reme-
diar:

Por un lado, estas estrategias limitan las “amenazas de castigo” a la repeticion de
un equilibrio de Nash del juego basico. En principio, este hecho limita de forma signi-
ficativa el potencial de disuasién que puede utilizarse para sostener una determinada
senda de equilibrio. (Ello podra apreciarse con nitidez cuando comparemos (a)-(b)
conlas estrategias (a’)-(b’), igualmente de gatillo, que seran utilizadas en la subseccion
9.1.3 para sostener la colusién en un contexto de competencia a la Bertrand.)

Por otrolado, estas estrategias de castigo pueden no ser muy creibles, en un cierto
sentido intuitivo. Pues, dado su caracter irreversible, todas las empresas podrian
estar interesadas en modificarlas si una de ellas se ha desviado de la estrategia co-
lusiva, digamos que “por equivocaciéon”. En este caso, si las empresas tienen las
posibilidades de renegociacion esbozadas en la observacién 8.3, la solidez del equi-
librio considerado (en particular de la senda de castigo inducida) podria cuestionarse
legitimamente.
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Como ya vimos con ocasién de nuestro analisis tedrico general (recuérdense los
teoremas 8.5 y 8.6) estos dos inconvenientes de las estrategias de equilibrio (esto es,
su limitada capacidad de disuasién y el cardcter indefinido de sus fases de castigo)
pueden remediarse, aunque a costa de un incremento sustancial en la complejidad
de las estrategias utilizadas. Sin embargo, Abreu (1986) ha demostrado que tal incre-
mento de complejidad no es necesario si se recurre a naturales estrategias de “palo
y zanahoria” que despliegan tanto una potente capacidad disuasoria como una du-
racién muy limitada de sus fases de castigo.

Asi, sea ¢° un cierto nivel de produccién dado que es elegido de forma que el
perfil g° = (¢°,¢°, ..., ¢°) sea suficientemente costoso (incluso con beneficios negati-
vos para las empresas). Asociadas a ¢° consideramos las siguientes estrategias para
cadaempresai=1,2,...,n:

(@) Parat=1, ¢ =z";

B VE=2.3, ...
B [Vi=12..n ¢ " =a™] =>gf =2™;
(B.2) [Vj =1 O qz.*l = q°] = gt =z™;
(B-3) en otro caso, ¢! = ¢°.

Estas estrategias sostienen el comportamiento colusivo mediante el efecto di-
suasorio inducido por un solo periodo de “intenso” castigo (tal como viene reflejado
por el perfil ¢°). Una vez experimentado este periodo de castigo tras una hipotética
desviacion, las estrategias revierten al comportamiento colusivo original. La razén
por la cual las empresas pueden querer llevar a cabo el periodo de castigo (que puede
ser muy negativo para todas ellas) es que representa la tinica forma de volver a una
senda colusiva —véase (3.2).

Verificamos a continuacién que, efectivamente, las estrategias (a)-(8) definen
un equilibrio perfecto en subjuegos bajo ciertas condiciones. Denétese por 7° los
beneficios obtenidos por cada empresa si todas producen ¢° y sea

we =01 —=8)xr°+6x™ [9.11]

los beneficios descontados obtenidos por cada empresa a partir de un cierto ¢ si en ese
periodo todas producen ¢° y sus estrategias vienen dadas por (a)-(8).
Adicionalmente, se define:

#° = max 7ri(qi, ((—10)_i), [912]
q:>0

esto es, los beneficios mdximos que una empresa puede obtener a través de una
desviacion unilateral del perfil homogéneo g°.
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Para que las estrategias (a)-(3) definan un equilibrio perfecto han de satisfacerse
las siguientes condiciones. Por un lado, los beneficios que obtendria una empresa
si se desviara de la colusién no han de ser mayores (dado que posteriormente todas
van a a seguir con las estrategias indicadas) que los que se obtienen continuando con
ella. Es decir,?

™ > (1—8)a™ +6W°

0, equivalentemente, utilizando (9.11):
A+8)a™ > 7™+ 67°. [9.13]

Por otro lado, si el juego se encuentra en una fase de castigo —es decir, se estd
aplicando (3.3) y por tanto produciendo ¢°— todas las empresas han de preferir llevar
a cabo esta penalizacién que desviarse de ella y posponer su ejecucién al periodo
siguiente. Es decir:

We>1-8a°+6W°,

o simplemente:
W > #°. [9.14]

En general, una apropiada eleccién de ¢° permitira, bajo supuestos habituales y si
la tasa de descuento estd préxima a la unidad, sostener la colusién en el mercado
duopolista mediante las estrategias de “palo y zanahoria” indicadas. La clave de
esta eleccion reside en que ¢° imponga un coste suficientemente grande sobre las
empresas. En particular, puede ser elegido muy distinto de z¢, el equilibrio de Nash
del juego bésico.

A modo de ilustracién, considérese el contexto lineal dado por [9.3] y [9.4]. Sea
@Q = M/d, la menor produccién total que induce un precio nulo. Fijese ¢° de la
siguiente forma:

PN

M } [9.15]

n—1 ¢

¢° = max {

donde c es el coste marginal (y medio) de produccién, y 7™ se define como en [9.10]
para el presente contexto. Dado que ¢° > n—Q—_'l’ se sigue que:

=0 [9.16]
w° = —cq®. [9.17]
2 Recuérdese que, tal como fue convenido en el capitulo 8 (véase la subseccién 8.2.1), todos los

pagos instantdneos se multiplican por (1 — 6) con el objeto de que estos pagos y los descontados formen
parte del mismo espacio.
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Alser ¢° > 22" tenemos quesié > %,

c 7/

y por tanto se satisface [9.13], la primera de las condiciones de equilibrio. Por otro
lado, [9.16] implica que [9.14], la segunda de estas condiciones, se puede reescribir
de la siguiente forma:

A-=8)r°+6x™>0

la cual se verifica siempre y cuando

<

cq

6> ——.
cq® + ™

Por tanto, si la tasa de descuento satisface:

cq® 1

136 2 max|————;=
B {cq°+7rm‘2

}

las estrategias de “palo y zanahoria” definidas por (a)-(3) para la produccién ¢°
especificada en [9.15] definen un equilibrio perfecto en subjuegos dentro del contexto
lineal considerado. Este equilibrio induce una senda de colusién indefinida, en la
que cada uno de los oligopolistas produce la cantidad z™ en cada t.

9.1.2 Competencia a la Cournot: observacion imperfecta*

Las estrategias especificadas por (a)-(b) o (a)-(3) en la subseccién anterior estdn
basadas en el supuesto implicito de que las empresas son capaces de observar perfec-
tamente las cantidades producidas por sus competidores. Alternativamente, parece
interesante (y probablemente mds realista) estudiar un contexto en el que las empre-
sas son incapaces de observar las decisiones de las demads, y sélo pueden verificar
cudl ha sido el precio que vacié el mercado en el periodo anterior.

En este contexto, si el precio que vacia el mercado puede ser observado por
todas las empresas sin ningun “ruido”, cualquier desviacién unilateral de una cierta
configuraciéon de referencia puede ser detectada sin ambigiiedad por todas ellas.
Tras cualquier desviacion de este tipo, todas las empresas serian conscientes de que
se ha producido, aunque no pudieran determinar con precision cudl de ellas ha
sido la causante. Es facil comprobar que la mera disponibilidad de esta evidencia
“anénima” representa una base suficiente para desencadenar (de forma coordinada)
una fase de castigo andloga a la considerada anteriormente. Siendo asi, la naturaleza
y conclusiones esenciales del andlisis anterior se dan también en este caso, s6lo que
sujetas a ciertas adaptaciones formales evidentes.
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De lo antedicho se concluye que sélo si introducimos algtin tipo de ruido entre
las decisiones de las empresas y sus observaciones —esto es, entre sus niveles de pro-
duccién y el precio resultante— las restricciones de observabilidad sugeridas pueden
suscitar consideraciones novedosas. Este es el enfoque propuesto en el innovador
trabajo de Green y Porter (1984). Su modelo es como el descrito en la subseccién
9.1.1, con una tnica pero crucial diferencia: la demanda agregada es de naturaleza
estocastica. En concreto, se postula que la funcién inversa de demanda en cada
periodot =1,2, ... es de la forma

f?t - étP(Qt),

donde Q' es la produccién agregada en cada t y {#*}7°, es una secuencia de variables
aleatorias. Cada 6" se supone distribuida de forma independiente e idéntica entre
periodos con una funcién de distribucién F(-), de densidad f(-) y esperanza E(0") = 1.
La hipétesis fundamental del modelo es que las empresas sélo conocen en cada ¢ los
precios {p” }._] materializados con anterioridad. Por tanto, se supone que no conocen
las producciones decididas en cada 7 < ¢ ni las realizaciones §” correspondientes.

Las empresas se asumen neutrales al riesgo y maximizadoras de sus flujos de
pagos esperados, descontados a una cierta tasa § € (0, 1). Sus estrategias s; = {s!}7%,
i =1,2,...,n,son funciones que determinan (simultdneamente) para cada t respectivo
un cierto nivel de produccién ¢! en funcién de toda la historia de precios ' = {p" }'_|
observada con anterioridad.

En este contexto, un equilibrio perfecto en subjuegos es un perfil de estrategias
s* =(s],s3,...,sp)talqueVi=1,2,...,n, Vt =1,2,...,Vs; = e

>E|(1-6)) 67 7 (s](h7), sT5(RT))

=t

E|(1- 5)2 T AT (s* (7))

T=t

donde:
S*T(h'r) — (STT(hT), s;—*(h‘r)’ A% s;*(h‘r))

n
(@1, 4n) = 87 P(Y_ gi) i — Cilgi).
i=1
La cuestion que queremos abordar es la misma que en la subseccién 9.1.1:
(pueden las empresas sostener un comportamiento colusivo? Para contestar afirma-
tivamente a esta pregunta, nos centraremos en las estrategias especialmente sencillas
eintuitivas consideradas por Green y Porter (1984). Se basan en los conceptos contra-
puestos de situaciones normales y situaciones regresivas. En las primeras, las empresas
producen un determinado perfil colusivo “acordado” portodasellas, § = (¢1, @, ---, @n),
tal que
i1, 82, -, Gn) = 7€ = my(2, 25, ..., 2°) (i=1,2,..,m).
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En las segundas, revierten al (tinico) equilibrio de Nash ¢¢ = (z¢, 2¢, ..., z°). Para cada
empresa, la transicion entre situaciones normales y situaciones regresivas se produce
tras la observacion (realizada por todas ellas) de un precio inmediatamente anterior
que es inferior a un determinado p. Por otro lado, una vez dentro de una situacién
regresiva, todas las empresas la conciben de una misma duracién dada T, finita. Esto
es, una vez completada una fase de T periodos en situacion regresiva, todas ellas
vuelven a catalogar la situacién como normal.

Mas formalmente, las consideraciones anteriores se plasman en unas estrategias
para cada empresa i = 1,2, ..., n del siguiente tipo:

(i) Ent=1Ilasituacién es normal y ¢} = §;

(1) VE=2 8, ..
(ii.a) [(t — 1) es un periodo normal, p'~! > 5| = [t es normal, ¢! = 4] ;
(iib) [(t — T — 1) es un periodo normal, p*~7~! < p | = [t es normal, ¢} = ) ;
(ii.c) en otro caso, t es un periodo regresivo, qf = z°.

Dadas las estrategias descritas por (i)-(ii), el problema de decisién de cada em-
presa puede formularse como un problema de programacién markoviana (esta-
cionaria) con dos tnicos estados: el estado normal w® y el estado regresivo w®.3
En una fase regresiva, cuya duracién no depende de lo que ocurra durante su de-
sarrollo, estd claro que una estrategia ptima conlleva el producir z° (recuérdese que
¢¢ = (z%,z°, ..., z°) es un equilibrio de Nash). Por tanto, la cuestién crucial para con-
firmar que las estrategias (i)-(ii) definen un equilibrio perfecto para un cierto vector
colusivo g = (§1, 2, ..., gn) €s verificar que cada g; representa una decisién éptima en
periodos normales para la empresai =1,2,...,n.

Dado el vector §_; de producciones elegidas por las empresas j#i en periodos
normales, podemos definir el pago descontado asociado a una cierta produccién g;
por parte de la empresa i durante este tipo de periodos, V%(g;; ;). Igualmente
podemos determinar V®(g;; §—;), el pago esperado descontado en fases de regresion
(mds especificamente, a su comienzo). Ambos valores resultan deresolver el siguiente
sistema:*

Vi (gi; i) = (1 — 6) mi(gi, —s) + 6 Prob [p < 6 P(g; + Z?]j)] Vg) [9.18]
J#e

3 Rigurosamente, necesitariamos 7' — 1 estados regresivos para describir el proceso, ya que, una
vez que éste entra en una fase recesiva, es necesario contabilizar el periodo de esta fase en que se
encuentra. Sin embargo, dado que el comportamiento durante esta fase siempre coincide con un
equilibrio de Nash —véase [9.19]— podemos compendiar todo su desarrollo e identificar solamente
el estado en que aquélla comienza.

4 Eliminamos el superindice temporal de las variables aleatorias, ya que su distribucién es esta-
cionaria.
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+6Prob [p > 0 P(q; + Z a1 Vigi;a-s)
JF
T-1
VPa-) =1 —6) Y 87+ 67 Vg [9.19]
s=0
donde suponemos que, en periodos regresivos, todas las empresas (incluida la 7) toma
la decisién 6ptima (dado el comportamiento de las demaés) de revertir al equilibrio
de Nash ¢° y, en periodos normales, las empresas j#: adoptan su respectivo g;.
Utilizando el hecho de que

-z . p

Prob [p > 6 P(q; + gl =F | ————
zﬂ; ’ Plgi + 3 25: )

podemos despejar V,%(g;) en el sistema [9.18]-[9.19] y obtener:

7i(qi, §—3) + F (TD/P(qz‘ +D iz (}j)) ((6 — 6T*1)/(1 — 6)) =°

1—6+(6—86T)F (z‘o/P(qi + D i @j))
. (1 —8) [milgs, §—s) — 7“1 i
1-6+(—6T)F (p/P(qi + 2 &j))

La interpretacién de la expresién anterior es como sigue: el valor presente (en

Vi*gi; g—i) = (1 — 6)

términos esperados) para la empresa ¢ de un vector colusivo (g;, §—;) excede el in-
ducido por el equilibrio de Cournot-Nash repetido en la magnitud ;(g;, §—;) — 7,
estando esta diferencia apropiadamente “descontada” tanto por la tasa temporal é
como por las ocasionales interferencias de fases de regresién de duracién T'.
Un equilibrio en este contexto se caracteriza por un vector de producciones
q* = (g, ...,q;) que satisface:
Vi (q*) > Vg2 ), Ve >0 (i=1,2,...,n). [9.20]
Si suponemos que las funciones en cuestién son diferenciables, tenemos las siguientes
condiciones necesarias para (9.20):
V2
—@H=0 (=12..n).
9g;

O, equivalentemente:

D om;
1 il B F | =t t (q")
[ ’ : (P(ijlqp)] dai

P pP' O ¢
o 6T+1) 7 ZZ k p (ZFI a; )2 (Wi(q*) —a) =0
PO %)/ (P, o)

[9.21]

paracadai=1,2,..,n.
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La expresion [9.21] incluye dos términos que, evaluados en una configuracién
colusiva, incorpora consideraciones de naturaleza (y signo) opuesta. Asi, el signo
positivo del primer término refleja el hecho de que cualquier oligopolista querria
incrementar unilateralmente su output si pudiera evitar una reaccién de sus com-
petidores hacia una fase regresiva (por ejemplo, si la variable aleatoria f experimenta
una realizacién beneficiosa que enmascara su desviacion). Por otro lado, el segundo
término de [9.21] —cuyo signo serd tipicamente negativo— capta la penalizacién
(mi(g*) — 7°) en la que incurriria una empresa si su desviacién incrementa la proba-
bilidad de desencadenar una fase regresiva. En el equilibrio, esta claro que ambos
efectos han de compensarse exactamente para cada efnpresa.

En general, la posibilidad de sostener una configuracién colusiva dependera ob-
viamente de las caracteristicas subyacentes (tasa de descuento, condiciones de coste
y demanda, magnitud y forma del ruido que distorsiona la perfecta observabilidad,
etc.). Un andlisis detallado del contexto lineal simétrico —tal como el descrito en
[9.3] y [9.4]— ha sido llevado a cabo por Porter (1983). En particular, este autor ha
centrado su esfuerzo en determinar el umbral de precios p y el horizonte temporal T
que caracterizan la estrategia del “mejor” equilibrio;.es decir, aquel que maximiza el
flujo descontado de beneficios esperados de los oligopolistas. La conclusién mas in-
teresante a este respecto es la siguiente.” Los oligopolistas nunca encontraran 6ptimo
“apurar” sus deseos colusivos hasta el punto de querer sostener la configuracién de
monopolio (™, ..., ™) —recuérdese [9.6]. Si se intentara, las fases recesivas requeri-
das para compensar los marcados incentivos para la desviacién que surgen en este
caso bajo imperfecta observabilidad serian demasiado largas. Lo 6ptimo, por tanto,
supone encontrar un apropiado compromiso intermedio que atempere las ganan-
cias de los periodos colusivos y de esta forma las haga alcanzables en el equilibrio
mediante fases recesivas no demasiado dilatadas.

Finalizamos nuestra discusion del modelo contrastando sus implicaciones con
el enfoque adoptado en la subseccién 9.1.1 bajo perfecta observabilidad. Primera-
mente, es importante notar que aunque las sendas de equilibrio aqui consideradas
inducirdn fases recurrentes de reversién al equilibrio de Nash del juego basico (esto
es, fases de “castigo”), ninguna empresa se desvia nunca del equilibrio intertempo-
ral considerado. Por tanto, tales fases de reversion han de concebirse esencialmente
como un precio ineludible e involuntario que deben pagar las empresas en su tarea de
sustentar la colusién bajo imperfecta observabilidad. Y es importante comprender
que ello ocurre a pesar de que las empresas han de ser perfectamente conscientes
de que cuando el precio observado cae por debajo del umbral considerado, ello no
implica que alguna empresa se haya desviado de sus correspondientes estrategias de

5 En la subseccién 9.1.4 se abordan formalmente y con detalle consideraciones similares para un
contexto de competencia a la Bertrand bajo imperfecta observabilidad.
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equilibrio. Esto contrasta radicalmente con la interpretaciéon de las sendas de castigo
bajo perfecta observabilidad, en cuyo caso permanecen siempre en el “limbo” de las
amenazas nunca ejecutadas.

9.1.3 Competencia a la Bertrand: observacién perfecta

Considérese ahora un contexto alternativo en el que las empresas utilizan los precios
como sus variables estratégicas y cada empresa i = 1,2, ..., n fija su precio respectivo
pi- Mantenemos la hipétesis de que el bien en cuestién es homogéneo, siendo F(-)
la funcién introducida en [9.1] que modela la demanda agregada afrontada por las
empresas en este mercado. Suponemos que esta funcion es estrictamente decreciente.
Por simplicidad, también supondremos que todas las empresas estdn sujetas a una
misma funcién de coste lineal del tipo indicado en [3.8], con un coste marginal y
medio constante igual a c.

Tal como fue explicado en la seccién 3.2, los tinicos equilibrios posibles cuando
las empresas interaccionan (o conciben su interaccién) como un fenémeno aislado en
el tiempo son aquellos en los que el precio médximo fijado por las empresas es igual a
c. En concreto, el dnico equilibrio simétrico es aquel en que todas las empresas fijan
el mismo precio p; = ¢y la demanda total F(c) se reparte uniformemente entre todas
ellas. En este equilibrio, todas las empresas obtienen beneficios nulos.

De forma analoga al caso anterior en que la produccién era su variable de de-
cisién, las empresas en el presente contexto pueden incrementar sus beneficios si
interaccionan repetidamente y utilizan apropiadas estrategias intertemporales en el
juego correspondiente.®

Asi, sea p™ el precio que maximiza los beneficios agregados de las empresas:

p™ =arg I;\;())( (p — o) F(p).

Naturalmente, dada la correspondencia biunivoca entre precios y cantidades in-
ducida por la funcién (estrictamente decreciente) de demanda F(-), se sigue que
p™ = P(nz™), donde z™ se defini6 en [9.2].

Estrategias “de gatillo” andlogas a las reflejadas por (a)-(b) en la subseccién
9.1.1 son capaces de sostener la configuracién colusiva (p™, p™, ...,p™) si la tasa de
descuento de las empresas es suficientemente préxima a la unidad. En particular,
podemos considerar:

m

@) Parat=1, pt = p™.

® Naturalmente, esto es verdad siempre y cuando la interaccién repetida se prolongue indefinida-
mente. Pues si no, ya sabemos por el teorema 8.8 que el tinico equilibrio perfecto en subjuegos del
juego repetido sera una concatenacion del (tinico) equilibrio de Nash del juego basico.
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') NE=2 3. .
b'.1) [Vt' LENF=1,2,0.m pz-, =p™ ] = [pf = p’"’] 3

(b'.2) en otro caso, p! = c.

Las estrategias anteriores reflejan consideraciones similares a las descritas en
(a)-(b) para el contexto de competencia a la Cournot. Presentan, sin embargo, dos
diferencias interesantes con aquéllas.

Primeramente, observamos que, de la misma forma que las estrategias (a’)-(b’)
consiguen sostener en el equilibrio una repeticién de la configuracién simétrica per-
fectamente colusiva, unaadaptacién obvia de estas estrategias de gatillo seria también
capaz de sostener cualquier configuracién simétrica en la que el nivel de beneficios
de las empresas esté comprendido entre el perfectamente colusivo y el competitivo
(es decir, entre beneficios de monopolio y beneficios nulos). Para ello, seria sufi-
ciente que el precio adecuado p € [c, p™] sustituyera a p™ en (a’)-(b’) y que la tasa de
descuento 6 fuera suficientemente préxima a la unidad.

En contraste con ello, las estrategias del tipo (a)-(b) consideradas en el con-
texto cournotiano presentan un rango menor de configuraciones (y pagos) simétricos
sostenibles en el equilibrio. Sélo los pagos comprendidos entre los colusivos y los
asociados al equilibrio de Cournot-Nash del juego basico (10 los correspondientes al
equilibrio de Bertrand-Nash) son posibles pagos intertemporales para una tasa de
descuento suficientemente alta.

Pero la limitacién quizds mds importante de las estrategias (a)-(b) en contraste
con las (a’)-(b’) se deriva del hecho de que las primeras incorporan una amenaza de
castigo mds leve que las segundas. Asi, mientras que (b.2) amenaza con el equilibrio
de Cournot-Nash de forma indefinida, (b".2) lo hace con el equilibrio de Bertrand-
Nash. En el presente contexto, ello implica que los pagos intertemporales con que
se amenaza en el primer caso (positivos) son mayores que en el segundo (nulos).
De ahi se sigue que la potencialidad para sostener como equilibrio una determinada
configuracién colusiva (digamos, la que maximiza los beneficios conjuntos) puede
estar circunscrita de forma mds exigente a una tasa de descuento § relativamente
alta en el primer caso que en el segundo. O dicho en otras palabras, el hecho de que
el castigo con el que se amenaza en el contexto cournotiano es menos severo que
en el contexto bertrandiano implica que, para ciertos grados de impaciencia, tales
amenazas pueden llegar a ser insuficientes en el primer caso pero no en el segundo.
(Véase el ejercicio 9.7 para una ilustracién de estas consideraciones.)

Otro aspecto en el que las estrategias de gatillo difieren en ambos contextos
guarda relaciéon con su distinta capacidad de sostener configuaciones asimétricas.
Cuando la competencia es en precios, las estrategias de la forma (a’)-(b’) fuerzan
necesariamente a situaciones simétricas. Por el contrario, en el contexto cournotiano,
las estrategias de gatillo del tipo (a)-(b) muestran mucha mayor flexibilidad en cuanto
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a la posible materializacién de configuraciones y pagos asimétricos. El hecho de que,
en este caso, las empresas decidan sobre sus cantidades respectivas de produccién
permite una distribucién posiblemente heterégena de las ganacias colusivas. Una
comparacién en este sentido de los dos contextos alternativos se ilustra en la figura
9.1 para un duopolio con costes lineales.

T*

m
Y

m T

Figura 9.1. Pagos descontados de equilibrio bajo interaccién
repetida, con competencia a la Cournot y a la Bertrand, en un
duopolio con costes lineales; tasas de descuento 6 arbitraria-
mente préximas a la unidad.

9.1.4 Competencia a la Bertrand: observacion imperfecta*

Prosiguiendo con nuestro tratamiento paralelo delos contextos de Cournot y Bertrand,
exploramos ahora las implicaciones para este tltimo escenario de la hipétesis de im-
perfecta observabilidad. El marco tedrico estudiado sera sustancialmente mas simple
que el analizado en la subseccién 9.1.2, lo que permitira un analisis mas exhaustivo de
algunas cuestiones (en particular, aquéllas relacionadas con la duracién de las fases
de castigo, que s6lo fueron esbozadas en el caso anterior).

Seguimos suponiendo que, para cada t = 1,2..., tenemos una correspondiente
variable aleatoria 6' que afecta multiplicativamente a la funcién de demanda en ese
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periodo. Esta variable toma sélo dos posibles valores, 6 € {0,1}, y se distribuye de
forma idéntica e independiente en el tiempo, con

Prob {#* =0} =1—-Pr{f* =1} =4 € (0, ).

Por tanto, con probabilidad 1—~ en cada periodo, la demanda del producto viene da-
da por la funcién de demanda F(-) descrita mds arriba. Por el contrario, con proba-
bilidad +, la demanda se desvanece totalmente (a cualquier precio). Analogamente
con lo postulado en la subseccién 9.1.2, se supone que las empresas s6lo conocen
su precio respectivo y observan exclusivamente la demanda obtenida a este precio.
En particular, no son capaces de discernir, en caso de afrontar una demanda nula al
precio “acordado”, si ello es debido a una mala realizacién de la variable aleatoria
8" o, por el contrario, la causa ha sido una rebaja secreta de precios por parte de las
empresas competidoras.

Por concrecién, centramos nuestro andlisis en la posibilidad de sostener (en
equilibrio) la configuracién perfectamente colusiva inducida por el vector de precios
(@™, p™,...,p™). Con este objetivo, las estrategias consideradas se basan, al igual que
en el contexto cournotiano, en la dicotomia “situaciones normales/situaciones regre-
sivas”. De forma también paralela a ese contexto, son las propias estrategias de las
empresas las que determinan la duracién 7' de las fases regresivas.

Especificamente, considérense, para cada empresa ¢ = 1,2, ..., n, las siguientes
estrategias:

(i') Ent =1 la situacién es normal y p! = p™

(') Vt=2,3
(ii’.a) [(t = 1) es un periodo normal, p'~! 2 ] [t es normal, p! = p;"];
(ii’.b) [(t — T — 1) es un periodo normal, p’ ==l g ] = [t es normal, p! = pm] ;

(ii’.c) en otro caso, t es un periodo regresivo, p!

Vinculados a las estrategias descritas en (i')-(ii’), podemos definir los pagos des-
contados esperados asociados a cada unos de los dos estados, w® y w®, queidentifican
las situaciones normales y regresivas (éstas, en su comienzo). Son de la siguiente
forma:”

Ve=(1—)1—8r™+86V*)+~6V° [9.22]
ph = 5T e [9.23]

Al igual que para [9.18]-[9.19], el sistema anterior refleja el hecho de que, en
periodos regresivos, las empresas reviertan a jugar el tinico equilibrio simétrico del

7 Nétese que, en contraste con [9.18]-[9.19], no especificamos argumentos para V* (ni, obviamente,
para V%), ya que, en las estrategias (i’)-(ii’), estamos circunscribiendo nuestra atencién a prescripciones
de precios p; = p™ en situaciones normales.
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juego basico (que es una decisién 6ptima para cada empresa, dado que también lo
hacen las demads) y obtengan con ello unos beneficios nulos.
Resolviendo el sistema [9.22]-[9.23], obtenemos:

Ve = Q-0 —-~y=m
1-6(0—7)— 6T+
ol 1-8)6TA—-~)am
1—60—7q)— 6Ty’

[9.24]

[9.25]

Para que las estrategias consideradas en (i')-(ii’) definan un equilibrio, se ha de
satisfacer:
VE> (1= = 8)(n 7™ +6V?) +y6V°. [9.26]

Pues, si la desigualdad contraria se diera, ello indicaria que cualquier empresa puede
obtener un pago descontado mayor que V¢ rebajando marginalmente el precio (diga-
mos, ap™ —¢), con lo que captaria en un primer momento toda la demanda F(p™ —¢)
(obtendria unos beneficios instantdneos arbitrariamente cercanos a n - 7") y entraria
a continuacién en una fase regresiva.

Basandose en [9.22], la condicién [9.26] puede reescribirse como sigue:

(n=101 — Hn™ P> =P [9.27]

que sélo puede satisfacerse si v no es demasiado préximo a uno. Pues, utilizando
[9.24]-[9.25], [9.27] es de la forma:

61— 81— A —6T)r™
1—60—7)— 6T+

n—1DA-8)rm <
0, equivalentemente:
51 -1 -6 >@-DA-51—-7— 6"y,
que puede reescribirse como sigue:
¢, 6,T) = (ny — 16" +ns(1—y) —n+12>0. [9.28]

Y si hacemos v = 1, tenemos ¢(1,T) < 0 para todo T (ya que § < 1), lo que implica
una violacién de [9.27].

Por otro lado, en lo concerniente a T, nétese que tenemos ¢(v,0) < 0, lo cual
simplemente refleja el hecho de que todo equilibrio requiere la amenaza de fases
regresivas de duracién positiva. Para analizar las consecuencias de incrementar esta
duracién, calculamos las primeras diferencias en T" de la funcién ¢(-) y obtenemos:

o, T+1) — ¢(y,T) = (ny — 1) 6T+ — 67)
=671 —ny) (1 —9).
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Por tanto, ¢(v, -) crece en T sélo si
1—ny>0, [9.29]

es decir, si v < 1/n. Por tanto, esta desigualdad es necesaria (1o suficiente) para la
existencia del equilibrio (es decir, para la verificacién de [9.28] para algun 7" > 0) y
refleja el siguiente hecho intuitivo: cuanto mayor es n (el niimero de empresas),
mas dificil es inducir los incentivos apropiados que disuadan a las empresas de una
desviacién unilateral del equilibrio.

Siempre y cuando se satisfaga [9.29] y pueda por tanto existir algtin 7' para el que
la estrategia asociada sea de equilibrio, surge la pregunta de cudl es el valor que ele-
girian las empresas como duracién de la fase regresiva. Naturalmente, identificamos
la contestacion a esta pregunta con el valor de T' que maximiza el pago descontado
de las empresas.

Ya que la interaccion empieza en fase colusiva, el pago esperado inducido por
cualquier equilibrio se corresponde con el valor V* especificado en [9.24]; esto es,
coincide con el pago esperado a partir de una situacién normal. Por ello, el valor
buscado para T' es simplemente aquel que maximiza [9.24], sujeto a la restriccion
[9.28] que define la condicién de equilibrio.

El problema de optimizacién inducido es extremadamente sencillo, ya que, tal
como se observa facilmente, V* es decreciente en T. Se sigue, por tanto, que el valor
6ptimo buscado coincide con el minimo valor de T" que satisface [9.28]. Formalmente,
se define de la siguiente forma:

T*=min{T€N:n6(1—7)—n+1—(1—ny)é6 ! >0}. [9.30]

Naturalmente, el conjunto especificado en [9.30] puede ser vacio, incluso aunque la
condicion [9.29] se satisfaga (recuérdese que esta condicién es s6lo necesaria, no siem-
pre suficiente). En general, las habituales consideraciones de relativa (im)paciencia
por parte de las empresas jugardn un papel importante a la hora de determinar si un
equilibrio colusivo es o no posible —véase el ejercicio 9.8.

Cuando la observabilidad de las acciones de los competidores es perfecta, cual-
quier estrategia de equilibrio que sostenga una misma senda colusiva es equivalente
para todas las empresas. Por el contrario, cuando el escenario de interaccién esta
sujeto a observabilidad imperfecta, se suscita la importante cuestién de encontrar la
forma 6ptima de sustentar un determinado equilibrio. Pues, tal como se explicé en
la subseccién 9.1.2, en ese caso las fases de castigo pasan de ser hipotéticas considera-
ciones a ocasionales (pero inevitables) realidades. Y, por tanto, ya no todas las formas
de sustentar en el equilibrio un determinado comportamiento son equivalentes. Esta
es precisamente la idea reflejada por [9.30], cuya virtualidad esta en identificar la
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forma 6ptima de sostener una “senda” colusiva de equilibrio, recurrentemente aban-
donada.

9.2 Salarios eficientes y desempleo

Uno de los importantes objetivos que ha polarizado desde hace mucho tiempo la
investigacion econémica ha sido tratar de explicar cémo situaciones de desempleo
pueden llegar a persistir dentro de un sistema de mercado. En la seccién 3.4, pre-
sentamos en forma estilizada una de las vias més caracteristicas para estudiar este
fenémeno: la propuesta por el paradigma keynesiano, que alli fue reformulada desde
una perspectiva estratégica. Aqui, presentaremos un enfoque alternativo sugerido
por Shapiro y Stiglitz (1984), que vincula el problema a las distorsiones salariales
que ciertas asimetrias informacionales imponen sobre la relacién entre trabajadores
y empresas.

El marco tedrico considerado es especialmente sencillo: dos trabajadores y una
sola empresa interaccionan en un idealizado mercado de trabajo. En este mercado,
la empresa puede contratar a los dos trabajadores, uno sé6lo, o ninguno, durante una
jornada laboral completa (no hay posibilidad de trabajo parcial).

Si un trabajador determinado es empleado por la empresa, su productividad
depende de dos factores: su esfuerzo y la escala de produccién de la empresa. Asi,
suponiendo por el momento que un trabajador se esfuerza en su trabajo, su pro-
ductividad individual depende de si es el tnico empleado o si el otro trabajador
también lo es (esto es, de la “escala de produccién” de la empresa). Denétese por
yx la productividad de cada trabajador cuando el numero de trabajadores empleados
es k = 1,2. Supondremos que y, < y;; es decir, la tecnologia de produccion presenta
rendimientos 70 crecientes.

Las productividades y;. (k = 1,2) s6lo se materializan con certeza si cada traba-
jador realiza el esfuerzo correspondiente. Si, por el contrario, un trabajador no se
esfuerza adecuadamente, supondremos que su productividad pasa a ser aleatoria.
En concreto, sigue siendo igual a yx. (k = 1,2, dependiendo del niimero de empleados)
con una determinada probabilidad p € (0, 1), pero es nula con la probabilidad com-
plementaria.

Suponemos que la empresa y los dos trabajadores participan en el mercado
durante una serie repetida de T' periodos (7' finito o infinito). En cada periodo, la
estructura de interaccion es siemprela misma. Los dos trabajadores,i = 1,2, acudena
la empresa. Esta ofrece un par de salarios (w;, w;) a cada uno. Conocidas estas ofertas,
los trabajadores deciden simultdneamente si aceptan trabajar para la empresa (ST')
ono (NT). Aquél que acepta, entra en la empresa y decide (simultdineamente con el
otro trabajador, cuando los dos estan empleados) si se esfuerza (SE) o no (NE).
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Supongamos primero que los dos trabajadores aceptan la oferta (w;,w,) de la
empresa. Entonces, si ambos se esfuerzan, la empresa obtiene con certeza un pago
2y, — w1 — w,. Si denotamos el coste del esfuerzo por ¢ (que se supone comtn para los
dos trabajadores), los pagos asociados para cada uno de ellos son, respectivamente,
(w1 — Ay (wy — ).

Manteniendo por ahora el supuesto de que ambos aceptan la oferta (w;,ws),
considérese ahora el caso en que sélo uno de los dos trabajadores empleados
—digamos el 1— se esfuerza. En ese caso, la productividad conjunta seguira siendo
2y, con probabilidad p, y el correspondiente vector de pagos para la empresa y los
trabajadores viene dado por la terna (2y, — w; — wy, w1 — ¢,w,), ya que el trabajador 2
no experimenta el coste c asociado al esfuerzo. Por otro lado, con la complementaria
probabilidad (1 — p), se alcanza el vector de pagos (y, — wy — w, w; — ¢, w»), ya que el
trabajador 2 pasa a tener una productividad nula.

Bajo el supuesto de que la probabilidades de obtener una alta productividad son
independientes entre trabajadores, las otras alternativas posibles tras la aceptacién
de la oferta (wy, w,) por parte de los dos trabajadores se pueden completar de forma
andloga. Con ello, para cerrar la definicion del juego s6lo queda por especificar cual
es la opcién a la que puede recurrir cada trabajador si rechaza la oferta de la empresa.
En ese caso, supondremos que cada trabajador obtiene un pago &, interpretable
como el salario asociado a la mejor oferta alternativa (por ejemplo, la obtenida a
través de trabajo independiente o como subsidio de desempleo). En su conjunto, una
ilustracién esquematica de la forma extensiva del juego desarrollado en cada etapa
t=1,2,..., T aparece representada en la figura 9.2.

Supéngase que

(Zyz—Zc)—(y1—c+u3)>0

0, equivalentemente:

Yp—Cc— @ >y — Y2, [9.31]

que a su vez implica:

h—c—&>0. [9.32]

En estas circunstancias, la eficiencia en la asignacion de recursos (es decir, la maxi-
mizacién del total de los pagos esperados) requiere que la empresa emplee a los dos
trabajadores.

Sin embargo, dado que en el juego etdpico la empresa se compromete a un par
de salarios (wq,w;) por adelantado, ninguno de los trabajadores tiene incentivos a
esforzarse una vez contratado. Por ello, si la probabilidad p con que los trabajadores
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SE Qy ,~w, ~w, ,w; —¢, w,—c)

(Zy2 —W, ~W, , W, —C, W,)
(y,~w, —w, ,w, —¢, wz)
Qy ,~w, ~w, ,w,, w,—c)

(y ,~w, ~w,, w,, w,—c)
Qyp~w, ~w, ,w,, w, )

(Y —w, ~w, , wy, w,)

Y —w, —w, , w;, w,)

(—’LUI W, , W, wz)

A
empresa (yl —W,, W, W, —-C)

A
(yl_wz » W, wz)

A
(_wz » W, ’LU2)

Figura9.2. Juego etdpico: dos trabajadores, una empresa.

LEYENDA:

ST, NT: Trabajar, No trabajar.

SE, N E: Esforzarse, No esforzarse.

A, B: Alta productividad, Baja productividad.

son productivos sin esfuerzo es relativamente baja:®

A~

p< 2, [9.33]
Y

el tnico equilibrio perfecto en subjuegos dentro de cada etapa lleva aparejados
unos salarios w; < @, junto con el rechazo de estas ofertas por parte de cada tra-
bajador. Por los argumentos de induccién retroactiva usuales (recuérdese el capitulo
8), este resultado se mantiene si la interaccion se repite durante cualquier ntimero fini-
to de iteraciones T. Por otro lado, también es importante enfatizar que ello no de-
pende de que la empresa observe o no perfectamente el esfuerzo realizado por los

trabajadores a lo largo de la interaccién.
Veamos ahora qué posibilidades se abren si la interaccién repetida entre em-
presa y trabajadores se desarrolla con un horizonte T' infinito y todos los agentes
descuentan los flujos de pagos resultantes a la tasa § < 1. En ese caso, el mejor de los

8 Si p no fuera tan baja y -;’-1 <p< ;’—2, los tinicos equilibrios perfectos en subjuegos conllevarian

la fijacién de salarios diferentes, w; > & > w; (i#4), con lo que el trabajador i aceptaria la oferta pero
el j no.
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escenarios posibles se produce cuando la empresa disfruta de una perfecta observabi-
lidad del esfuerzo de los trabajadores. Centrandonos primero en ese contexto y, por
simplicidad, en configuraciones simétricas para los dos trabajadores, consideremos
una situacién en la que la empresa ofrece inicialmente un salario comtn & a ambos
trabajadores. Supéngase también que, a partir del periodo inicial, la estrategia de
la empresa prescribe mantener ese mismo nivel & si el trabajador respectivo se ha
esforzado siempre en el pasado. Por el contrario, si este esfuerzo no se realizara
en algin periodo, la empresa amenaza con ofrecerle un salario w® < & a partir de
ese momento, con lo que se asegura que el trabajador en cuestién nunca mas querra
volver a trabajar en la empresa.

Bajo estas circunstancias, si ambos trabajadores se esfuerzan indefinidamente,
el valor descontado V*(&) inducido satisface (recuérdese la nota 2):

V@) =1 — 6)(@ — ) + VD),

lo que implica:

V@ =o—c [9.34]
Para que, efectivamente, cada trabajador encuentre 6ptimo el esforzarse en todos los
periodos, se ha de verificar que

O—c2>21-8o+éba, [9.35]

es decir, el pago descontado V* (&) inducido por un esfuerzo indefinido no ha de ser
menor que el pago descontado que resulta de disfrutar durante un solo periodo del
salario @ y ahorrarse el coste del esfuerzo aparejado, seguido por un pago instantaneo
de & durante todos los restantes periodos. La expresion [9.35] puede reescribirse de
la siguiente forma:
1—6
6
que indica simplemente que la empresa ha de ofrecer al trabajador una “prima sufi-

@>w0+c(l+ ), [9.36]

ciente”, no menor que ¢(1 — 6)/é sobre su opcién externa & y el coste del esfuerzo c,
para desincentivar las desviaciones oportunistas que reportan al trabajador beneficios
instantdaneos.

Finalmente, hemos de confirmar que, para el conjunto de salarios @ que satisfacen
los requisitos sefialados, existe un cierto rango dentro del cual la empresa obtiene
beneficios no negativos. Dado [9.36], ello requiere que

1-96

Y > o+c(+ ), [9.37]

lo cual siempre es posible, por [9.31], si § es suficientemente préximo a la unidad. En
ese caso, podemos encontrar un salario & tal que
1-6
6

p>0>0+e(l+ ) [9.37]
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para el que todos los requisitos mencionados se satisfacen. En funcién de tal salario
@, considérense las siguientes estrategias:’

e Ent=1,
- la empresa e ofrece a cada trabajador i = 1,2 un salario respectivo w} = & (es
decir, elige la accién ol = (©,));
- cada i = 1,2 se esfuerza (elige la accién a} = SE) si, y sélo si, w} > @.
o Vt=2,3,.;
- la acci6n al de la empresa satisface:
% [Vt’ <tVi=1,2, al = SE] = [al = @,d)];
* en otro caso, al = (w’,w°), con w® < &;
- la accion af de cada trabajador i = 1,2 satisface:
® [‘v’t’ <t ¥i=12 o = SE} = [ai = SE & w! > a];

* en otro caso, a! = NE.

Segun se ha explicado, estas estrategias definen un equilibrio perfecto en sub-
juegos en el que los dos trabajadores deciden esforzarse de forma indefinida. Este
tipo de equilibrio puede construirse siempre que se satisfaga [9.31] —esto es, cuando
sea eficiente que la empresa contrate a ambos trabajadores— y 6 esté suficientemente
préximo a la unidad. En este sentido, sélo hay dos razones por las que puede pro-
ducirse desempleo en un contexto donde la empresa disfruta de observacién perfecta
del esfuerzo de los trabajadores: bien ocurre que no es eficiente que los dos traba-
jadores estén empleados, bien los trabajadores son tan impacientes (tienen una tasa
de descuento tan baja) que es imposible disuadirles de que se comporten de forma
oportunista.

Pasamos ahora a considerar como se ve afectada la situacién si la empresa es in-
capaz de observar el esfuerzo realizado por los trabajadores y sélo recibe indicacion
indirecta de ello a través de la observacién (precisa) de sus productividades respec-
tivas. En ese caso, queremos explorar bajo qué condiciones es posible sostener una
senda indefinida de esfuerzo por parte de los dos trabajadores en el equilibrio a través
de un cierto salario @. De la misma forma que antes, suponemos que cuando haya
evidencia de una falta de esfuerzo por parte de algtin trabajador (es decir, cuando

% Por simplicidad, se postula que cuando cualquiera de los dos trabajadores se ha desviado en
el pasado (no se ha esforzado), la empresa ofrece un salario mas bajo a ambos trabajadores. Esto
no es esencial y podria ser modificado (sélo se catigaria al trabajador que se desvia) a costa de una
mayor complejidad de las estrategias. Por otro lado, con respecto a las estrategias de los trabajadores,
simplificamos su descripcion centrdndonos exclusivamente en sus decisiones de esfuerzo una vez que
deciden trabajar. Implicitamente, por tanto, suponemos que cualquiera de ellos decide trabajar (se
esfuerce o no subsiguientemente) cuando el salario ofrecido excede su opcién externa dada por .
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su productividad observada sea baja), la estrategia de la empresa prescribe subsigu-
ientemente una oferta de salario w’ < & que nunca mas serd aceptada. Para lograr
un efecto disuasivo ante desviaciones de un equilibrio con estas caracteristicas, se ha
de verificar que el pago intertemporal obtenido tras cualquiera de ellas (cuando un
trabajador no se esfuerza),

V@) =(1-8o+s{pV@+0—-pao}, [9.39]
no sea mayor que V*(@), tal como se define en (9.34). De (9.39), obtenemos:

o (1—85+60—p)d
V= 1=

7

con lo que la condicién necesaria de equilibrio, V*(@) > V (@), puede reescribirse

como:
1—6p

w>w+

Naturalmente, si p = 0 (es decir, si los trabajadores son totalmente incapaces de

ocultar la ausencia de esfuerzo), la condicién [9.40] se transforma en [9.36], que es la

obtenida bajo perfecta observabilidad. En ese caso, por tanto, la minima prima que

la empresa necesita pagar al trabajador para disuadirle de desviaciones oportunistas

coincide con la que se determiné maés arriba, c(1 — §)/6. En cambio, si p > 0, existe
un prima adicional

1—b6p _ g, 126 _ (-0

ASed B Cill—g)

que se deriva de la imperfecta observabilidad. Como seria de esperar, la magnitud
de A crece a niveles arbitrariamente grandes conforme p se aproxima a la unidad.

Con el objeto de contrastar las implicaciones del presente contexto con el resul-
tante bajo condiciones de observacién perfecta, supéngase que se satisfacen [9.31] y
[9.32]. Suponemos, por consiguiente, que es tanto eficiente como sostenible en equi-
librio, bajo observabilidad perfecta, una situacion de esfuerzo y empleo indefinido para
los dos trabajadores.

Si, manteniendo [9.31] y [9.32], suponemos, sin embargo, que la observacién
del esfuerzo es imposible, las posibilidades de sostener el “pleno empleo” se ven
significativamente recortadas si la magnitud de p es pequefia. Pues, a modo de
ejemplo, es perfectamente posible que, a pesar de [9.32], tengamos:

= 1-6 (A-06p
Y < w+c(1+ T+ m) [941]
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Si, ademas, prevalecen rendimientos estrictamente decrecientes (esto es, y1 > v2),
también es posible que:

1-6 1—-6
y12&)+c(l+——+(——)2
) 51 —p)

). [9.42]
En esas circunstancias, aunque seguiria siendo eficiente que los dos trabajadores
fueran indefinidamente empleados por la empresa, ello no es ahora posible si, como
hemos supuesto hasta ahora, se cumple [9.33] y, a fortitori,

1—6+(1—6)p~
) 51 —p)

py; <O+c(l+

Para un salario & que satisfaga [9.40], una estrategia por parte de la empresa como
la descrita més arriba seguiria incentivando un esfuerzo indefinido por parte de los
trabajadores. Sin embargo, bajo [9.41], este comportamiento reportaria ahora unos
beneficios negativos para la empresa. Si se verifica [9.42], un salario & consistente
con [9.40] s6lo puede sostener un equilibrio asimétrico, como el que a continuacion se
describe:

e Ent=1,
- la empresa e ofrece w; = @ al trabajador 1, y w) = w® < & para el trabajador 2
(es decir, elige la accién a},3 = (@, w?));
- Cada trabajador i = 1,2, se esfuerza (elige la accién a} = SE) si, y sélo si,
wh > @.
e Vt=23, ..,
- la accién a! de la empresa satisface:
¥ [\/t’ <tal = SE} = [al = @,w?)];
* en otro caso, al, = (w°,w°);
- la acciéon aﬁ de cada trabajador i = 1, 2, satisface:
* [Vt' <hof =8B af :NE] = [at =SE & W >a];
* en otro caso, af = NE.

Obviamente, podriamos considerar una situacién asimétrica andloga a la arriba
descrita, con los papeles de los jugadores 1 y 2 intercambiados. Lo que cualquiera
de estas situaciones reflejaria es el deseo de la empresa de limitar su contrataciéon
a un unico trabajador. Y ello a pesar de que, suponiendo que [9.31] se satisface,
seria eficiente contratar a ambos. Mas atin, como también es posible que [9.37] se
verifique, podria occurrir que la empresa quisiera contratar a los dos trabajadores
sélo si el grado de imperfecta observabilidad fuera pequefio —esto es, si p fuera
préximo a cero y, por tanto, la probabilidad que tienen los trabajadores de ocultar la
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ausencia de esfuerzo es insignificante. Sin embargo, si p tiene un valor relativamente
alto, también es posible que tanto [9.41] como [9.42] se verifiquen, con lo que sélo un
trabajador puede ser indefinidamente contratado en equilibrio. En este tiltimo caso,
los dos trabajadores querrian trabajar y esforzarse con un salario que verificara [9.38].
Sin embargo, en el equilibrio, la imperfecta observabilidad de su esfuerzo condena a
uno de ellos al desempleo.

Ejercicios

Ejercicio 9.1 Pruébese que si la desigualdad [9.7] se verifica, las estrategias generales
de gatillo descritas en (a)-(b) definen un equilibrio perfecto en subjuegos.

Ejercicio 9.2 Considérese un contexto lineal descrito por [9.3] y [9.4] con M =d =1,
c¢=1/4,yn = 2. Determinese de forma exactala cota inferior sobre la tasa de descuento
6 para que las estrategias de los duopolistas descritas en (a)-(b) de la subseccién 9.1.1
definan un equilibrio perfecto del juego repetido.

Ejercicio 9.3 En el contexto del ejercicio 9.2, calcilense 7™ y #° en [9.10] y [9.12], este
ultimo como funcién de un arbitrario ¢°.

Ejercicio 9.4 En el contexto del ejercicio 9.2 y una tasa de descuento 6§ = 1/2, de-
terminense estrategias de “palo y zanahoria” que sostengan una produccion cons-

“z™ donde z° y 2™ se definen en [9.5]

T
2

tante por parte de las dos empresas igual a
y [9.6], respectivamente.

Ejercicio 9.5 Constriityase un mercado duopolista simétrico en el que (para una
cierta tasa de descuento) la colusién no puede ser sostenida en el equilibrio perfecto
en subjuegos con estrategias del tipo (a)-(b), pero si puede serlo mediante estrategias
del tipo (a)-(3) —véase la subseccién 9.1.1.

Ejercicio 9.6 Sea un duopolio en interaccién repetida que afronta una funcién de
demanda del tipo
P@Q)=8"(@Q)7% a>0,
donde 6 es una variable aleatoria idéntica e independientemente distribuida en cada
t. Ambas empresas son neutrales al riesgo y tienen una misma funcién de coste,
invariante en el tiempo, dada por:
1
Cla) = 7 4i-

Sea k = I;_‘-‘ donde p™ y p© son, respectivamente, los precios resultantes en el
equilibrio de Cournot-Nash y la configuraciéon perfectamente colusiva. Supéngase
que la variable alatoria #" toma sélo dos posibles valores, 6" = 1, «, con igual prob-
abilidad. Las empresas desean sostener como equilibrio en este contexto el perfil
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(¢™, ¢™) perfectamente colusivo. Calctlese el valor 6ptimo 7 para la duracién de
la fase regresiva que consigue este objetivo. Determinese cémo varia 7 con 6, la
(comuin) tasa de descuento temporal.

Ejercicio 9.7 Considérese un contexto como el descrito en el ejercicio 9.6 pero con
perfecta observabilidad. Por simplicidad, supéngase que # = 1. No se conoce la tasa
6 a la que las empresas descuentan su flujo de pagos futuros, pero si se sabe que
las empresas solo consideran estrategias de gatillo (véanse las subsecciones 9.1.1 y
9.1.3). Si las empresas son libres de utilizar bien los precios o las cantidades como
sus variables estratégicas, determinese para qué valores de é a las empresas les seran
indiferentes estas dos posibilidades.

Ejercicio 9.8 En un contexto como el del ejercicio 9.6, supéngase que las empresas
toman los precios como sus variables estratégicas. ;Cual es el valor 6ptimo 7™ para
la duracién de las fases regresivas en este caso? Determinese como varia 7* con 6, la
(comtin) tasa de descuento temporal. Si las empresas pueden ahora utilizar alterna-
tivamente las cantidades como sus variables estratégicas ;cuél de las dos opciones
preferiran: competencia a la Cournot o a la Bertrand? Disctitase.

Ejercicio 9.9 Considérese un contexto con imperfecta observabilidad del esfuerzo
de los trabajadores como el considerado en la seccién 9.2, pero admitiendo que la
empresa puede afectar a la probabilidad (que denotaremos por g) con que detecta un
bajo esfuerzo en caso de alta productividad. (En estos términos, el contexto descrito
en el texto resulta de imponer ¢ = 0.) Supdngase que, si la empresa decide un ¢#0,
el coste incurrido viene dado por la funcién C(g) = ¢*. Fijando los siguientes valores
paralos parametros: p = 0,1, y; =3,y =2,& =0, 6 = 0,5, calcilese el valor 6ptimo de
g que permite maximizar (en el equilibrio) los beneficios descontados de la empresa.

Ejercicio 9.10 En el contexto de la seccién 9.2 con imperfecta observabilidad, sup6n-
gase que se satisface [9.31]. ;Existe un equilibrio en el que s6lo uno de los trabajadores
trabajen en cada periodo?, ;y si se viola [9.31] pero se satisface [9.32]? Discttase.

Ejercicio 9.11 Considérese un contexto como el de la seccion 9.2, en que el trabajador 1
es mas productivo que el 2 para cada escala de produccién, y ello es de conocimiento
comtin. (Es decir, denotando por y;. la productividad del trabajador i con escala de
produccién k, estos valores son de conocimiento comtin y se cumple que y;. > yi
para cada k£ = 1,2.) Especifiquense condiciones sobre los pardmetros del modelo
tales que existe un equilibrio con imperfecta observabilidad en el que el trabajador 1
estd permanentemente desempleado pero el 2 nunca lo esta.

Ejercicio 9.12 Considérese una generalizacion del contexto descrito en la seccion 9.2
con un namero arbitrario, 3n, de trabajadores. Especifiquense condiciones sobre 10s
pardmetros del modelo que impiden trabajar, en equilibrio, a mds de un tercio de los
trabajadores.
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