Problema de autovalores del momento angular.

En este apartado vamos a resolver el problema de autovalores del momento angular. En
particular, vamos a ver cuédles son los posibles valores que pueden tomar las componentes
del momento angular y el médulo al cuadrado del momento angular.

Podemos, en principio, diagonalizar cualquiera de las componentes del momento angu-
lar, sin embargo, si utilizamos las coordenadas esféricas el operador méds sencillo es ﬁz, de
modo que vamos a buscar los autovalores de L,. Una vez que los encontremos, sabemos
que los autovalores de L, serdn también los autovalores de las otras dos componentes del
momento angular, ya que el espacio es isétropo. El operador L, en coordenadas esféricas

€sS:
IY(r)
dp

Vamos a resolver el problema de autovalores de L, en la representacién coordenadas,
es decir, que vamos a encontrar las funciones que satisfacen la siguiente condicién:

L.(r) = —ih

La solucién de esta ecuacion diferencial es:

w(r) = f(r,0) /"

donde f(r,0) es una funcién arbitraria. Para que la funcién ¢ (r) no sea una funcién
multivaluada de x, y y z, dicha funcién debe ser una funcién periédica de ¢ de modo que
W(r,0,p) =1(r, 0,9+ 2m). De modo que:

f (T, 9) eicsa/ﬁ — f (T, 9) ei0(¢+2ﬂ')/h — f (T, 9) eicgo/heﬁﬂc/h

por tanto, se debe verificar la condicién e??™/" = 1. La tnica forma de verificar la condicién
anterior es que ¢ sea de la forma ¢ = mh, donde m es un nimero entero. Por tanto, los
autovalores de L, son los nimeros:

mh

y las autofunciones
U(r) = f(r,0)e™?

(con autovalor mh). El espectro de L. es discreto. Los autovalores del operador L. son
infinitamente degenerados ya que la funcién f(r, ) queda indeterminada. Como podemos
ver, los autovalores de ﬁz son numeros reales, debido a que jlz es hermitico. Por otro lado,
cualquier funcién del espacio de estados se puede desarrollar en serie de las autofunciones
de L, de modo que dicho operador es un observable. Por 1ltimo, decir que los autovalores
de los operadores L, y ﬁy también serdn de la forma mh con m un nimero entero.

Vamos a ver ahora cuédles son los autovalores del médulo al cuadrado del momento
angular. Como % y L. conmutan, podemos encontrar una base de autovectores comunes
a los dos operadores. Sea el ket |m) un autovector normalizado comiin a los dos operadores,
de autovalor L? y mh, de modo que:

L2 |m) = L*|m) y L. |m) = mh|m)



En primer lugar, podemos ver que los vectores L, |m), IAJy lm) y L. |m) son también
autovectores de L? con el mismo autovalor L?:

12 (zz \m>) = L, 1% |m) = L? (ﬁm ym>)

y del mismo modo para L, y L.. Como consecuencia los kets L |m) y L_ |m) son también
autovectores de L2 y con el mismo autovalor L?. Vamos a ver ahora cémo afectan los
operadores L, y L_ al ket |m). Vamos a ver que los vectores L |m) y L_ |m) son autovec-
tores de L. pero con autovalor (m + 1)y (m — 1) h respectivamente. Para demostrarlo

utilizaremos las relaciones de conmutacién [ﬁz, L.| = hL,y [ﬁz, IA,_} = —hl_:

L. (L \m>) — (Lﬁz + ﬁﬁ+) Im) = (ﬁ+mﬁ + ﬁﬁ+> m) = (m + 1)k (L ym>)

L. (i, |m>> - (ijz - m,) Im) = (Lmﬁ - ﬁﬁ,) m) = (m — 1) i (L |m>)

De modo que aplicando sucesivamente el operador L obtenemos autovectores de L con
mayor autovalor (cada vez que lo aplicamos el autovalor de L. aumenta en una unidad de h)
que siguen siendo autovectores de L2 del mismo autovalor L2. Del mismo modo, aplicando
sucesivamente el operador L_ obtenemos autovectores de L, de menor autovalor, pero que
siguen siendo autovectores de L2 del mismo autovalor.

Vamos a ver ahora que el autovalor mh debe cumplir la condicién |mh| < L, lo cual es
légico, ya que una componente de un vector (en nuestro caso la z) nunca puede ser mayor
que el médulo del vector. El ket |m) es un autovector comin a L2y a L., vamos a calcular
el valor medio del operador L? sobre este estado:

(), = (m|B|m) =22 = (22)_+(E5), +(22), = (E2) +(E3), +miH
Los términos <[A/§> y <IA132/> son numeros reales positivos, de modo que:

L? > m2h? o bien |mh| < L

Segin hemos visto, aplicando los operadores .Z—/+ y L_ podemos obtener autovectores de
L. con autovalores arbitrariamente altos (tanto positivos como negativos). La tnica forma
que se verifique la condicién anterior es que existan autovalores de I:z que notaremos como
Mmin ¥ Mmax de modo que:

Lo |mmax) =0 vy L_|mmw) =0

y tales que:
mmaxh S L y mminﬁ Z —L

Vamos a encontrar cudles son los valores muyin ¥ Mmax. Aplicamos el operador L? a los
vectores [Mumin) ¥ [Mmax), que son autovectores de L? con autovalor L?:

B2 1) = (LL Iy ﬁﬁz) M) = (M2 + Minach2) [ M) =

= Mmax (mmax + 1) ﬁz |mmax>
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min

B2 i) = (LL . ﬁﬁz) Miin) = (M2 h2 — M) M) =
= Mumin (Mmin — 1) n’ |Momin)
Estos dos valores tienen que ser iguales a L? de modo que:
Mmax (Mmax + 1) = Mumin (Mumin — 1)
De esta ecuaciéon podemos ver qué relacién existe entre estos dos nimeros:
2

M oax + Mmax — Mmin (mmin - 1) =0

resolvemos la ecuacion de segundo grado:

—1 % /14 dmpin (Munin — 1) =1 % /4m2, — dmpgin + 1
mmax —= _= =

2 2
1t (20 — 1) _{ Miin — 1

2 —Mmin

El primer resultado serfa absurdo, ya que my.y serfa menor que my,, de modo que la
solucién correcta es que Mpmax = —Mmin. Al valor mpy., lo notaremos por [. Este nimero [
puede ser cualquier nimero entero positivo. Podemos calcular ya el autovalor del operador
L?, ya que:

-z2 ’mmax> = Mmax (mmax + 1) ﬁ'2 ‘mmax> =1 (l + 1) h2 ’mmax>

En conclusién, los autovectores comunes a L? y a L, quedan caracterizados por dos
nimeros cuénticos [ y m, de modo que notaremos estos autovectores comunes como |l,m),
de modo que:

LA|L,m) = 1(1+1)R*|l,m)
L.|l,m) = mhi|l,m)

donde [ =0,1,2,--- y =l < m < [, de modo que para un valor de [ fijo, m puede tomar
los valores m = —I,—l+1,--- ;[ —1,[. Para cada valor de [ existen 2 + 1 posibles valores
de m. Para un valor de [ fijo, podemos representar los autovectores ket comunes a L2 y
a L., |l,m), como se muestra en la siguiente figura. Para un ket |I,m), los operadores L2
y L, tienen un valor bien determinado, mientras que los operadores L, y ij no, de modo
que el vector momento angular se encontrard dentro de uno de los conos, dependiendo
del valor de m (todos los vectores que tienen un médulo fijo y componente z fija generan
un cono). El vector momento angular nunca puede apuntar en la direccién vertical ya
que en ese caso estarfan determinados simultdneamente f)m, y f}y ya que serfa nulos. Por
ejemplo, para [ = 2, los posibles valores que podemos obtener al medir L, son —2h,—h,0,h
y 2h, mientras que si medimos L? obtendremos el valor 2 (2 + 1) h2 = 6h% (de modo que

’ﬂ’ = 6h ~ 2.5h). En este caso, tendremos los cinco conos que se muestran en la figura,

de modo que cada uno corresponde a un ket |I,m).



L? = h*2(2+ 1) = 6R2

L. =—2h,—h,0,% 2h

i

=

Si realizamos una medida del cuadrado del médulo del momento angular sélo podemos
obtener los siguientes valores como resultado de la medida:

0,2h% 6h%, 12k, 20R2, - - -

Por otro lado, si medimos la componente L, del momento angular podemos obtener
como resultado:
0, £h, =2h, +3h, £4h, - - -

Por dltimo, si medimos el cuadrado del médulo del momento angular y obtenemos
como resultado el valor [ (I + 1) 7% e inmediatamente después medimos la componente L,
del momento angular sélo podemos obtener como resultado los valores:

_lﬁ,—(l—l)ﬁ, 707(l_1)ﬁ7lh’

Vamos a ver a continuacién cémo podemos obtener para un valor fijo del nimero [ los
distintos vectores |[, m) normalizados a partir de uno de ellos. Légicamente lo que tenemos
que hacer es aplicar los operadores .E+ y L_. Vamos a partir del ket |/, m) normalizado.
En primer lugar obtendremos el vector |I,m + 1):

Lo|l,m)=cy|l,m+1)
a continuacién tomamos el hermitico conjugado de esta expresién:
(Im|L_ = ct (l,m+ 1|
Si proyectamos una expresion sobre la otra obtenemos:
<l,m ‘ﬁ_ﬂr‘ l,m> = ey’ = <l,m‘(ﬁ2 - ﬁ[:z) l,m> =
= 1(I+ )R —m?R® —mh?> =R [1(I+1) —m(m+1)]

Esta expresion determina el médulo de la constante c,. Como somos libres de escoger
la fase tomaremos esta constante como real y positiva, de modo que:

ey =h/I1(l4+1)—m(m+1)
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Lo|l,m)=nh/1(I+1)—=m(m+1)|l,m~+1)

De esta expresién obtenemos el vetor |I,m + 1) a partir del vector |/, m). Vamos ahora
a aplicar el operador L _: A
L_|ly;m)=c_|l,m—1)

tomamos de nuevo el hermitico conjugado:
(Im| Ly =¢ (I,m—1]
y proyectamos una expresion sobre la otra:
<l,m ’ILJL) l,m> = |’ = <l,m ‘ (IA/2 — ﬁﬁ + ﬁﬁz> l,m> =
= LI+ )R> —m?R>+mh*) =R [ (1 +1) —m(m —1)]

y tomando c_ real y positiva queda:

c.=h/I(l+1)—m(m—1)

Por tanto:

L_|l,m) =h/1(I+1)=m(m—1)|l,m—1)

Esta expresiéon nos permite obtener el vector |, m — 1) a partir del vector |I,m). Re-
sumiendo las dos expresiones:

Loll,m) =m/1(I+1)=m(m*1)|l,m=+1)



