Evolucion del valor medio de un observable. Teorema
de Ehrenfest. Constantes del movimiento.

Ademads de los observables T, p y H existen muchos otros (recordamos que un observable
es un operador hermitico, de modo que se puede construir una base del espacio de estados
con vectores propios del operador).

Si una particula se encuentra en el instante ¢ en un estado descrito mediante un ket
|1(t)) del espacio de estados, el valor medio de un observable A en dicho estado viene dado

por la siguiente expresién:
(A) = (L(1) [A] ¥(1))

Es decir, que el valor medio es el elemento de matriz del observable entre el bra y el
ket conrrespondientes al estado de la particula. Podemos ver que esto es correcto para el
caso de los observables T y p:

(&) = (W(0) [§] (1)) = / Pr (WO)e) (r 7] o (8)) = / &y (x, 1) v (r, )

(B) = (o) pl00) = [ Pr W) wlplo0) = [ Er o) (<) vl

Podiamos haber hecho este tltimo cdlculo en la representaciéon de momentos:

(B) = (1) [B| (1) = / Pp (W)} (b [B] (1)) = / &p 3 (p,1) B D(p,1)

Como el estado de la particula varia con el tiempo, el valor medio de un observable A
también varfa con el tiempo. Vamos a considerar el caso general en el que el observable A
también pueda ser una funcién del tiempo. Lo que vamos a hacer es calcular cémo varia el
valor medio del observable A(t) con el tiempo, es decir, que queremos calcular la siguiente

derivada temporal:

d
s

Teniendo en cuenta la expresién para el valor medio de A:

d _d@)] (1)
C )= 2w 14100 = T4 ) + ] S ) + i A0

Si tenemos ahora en cuenta la ecuacién de Schrbdlnger en notacién de Dirac y su
hermitica conjugada, podemos escribir la expresién anterior comos sigue:

)= 2 (o0 |l vw) + o1 2wy - & (v || v)

o bien:
d 1

S04 = = (0 |[4. 7] | 0)) + w0 5 oo

Por dltimo, los dos términos de la derecha son valores medlos de operadores, de modo

que:
i =gla1)+(F)
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Esta expresion, por su sencillez, es de gran utilidad a la hora de encontrar cémo varfa
con el tiempo el valor medio de una magnitud fisica. El primer término de la ecuacién
anterior expresa la variacién del valor medio de A debida a que el estado del sistema varia
con el tiempo, mientras que el segundo término expresa la variaciéon del valor medio de A
debida a que el observable A depende del tiempo.

Vamos a considerar un caso particular para ver el resultado que se obtiene con la
expresién anterior. Supongamos el movimiento de una particula en una sola dimensién x,
de modo que el operador hamiltoniano sea de la forma:

~2

~ p “
A= t+v
5 V(@)

Vamos a calcular como varfan el valor medio de la posiciéon y del momento de la

particula:
d 1 -
L 01= & (o)
dt< ) 1h <[
donde se ha tenido en cuenta que el operador  no depende explicitamente del tiempo.
Podemos calcular el conmutador como sigue:

/\2 /\2 A

R . P . . D 2D
H} = — +V = — | =1ih—
[m, {x, 2m (x)} {x, Qm} Zﬁm

Por tanto, obtenemos que:
° (#) = (o)
dt m
Por otro lado, la variacién del momento seré:

= ([ 1])

donde se ha tenido en cuenta que el operador p no depende explicitamente del tiempo.
Vamos a calcular el conmutador:
~2

[ﬁ, H] = {ﬁ, LA V(:i:)} = [p,V(2)] = —ihV'(z) = —ih

2m
G0 =-(T2)

Vamos a escribir estas dos ecuaciones juntas, es decir:

T = @

dt m
d . dVv(z)
20 = (%)
Estas dos ecuaciones recuerdan mucho a las ecuaciones de Hamilton de la mecdnica

cldsica y constituyen el teorema de Ehrenfest. Podriamos pensar que los valores medios
de la posicién y del momento de una particula describen la trayectoria cldsica, ya que las

dv ()
di

Por tanto:




ecuaciones anteriores son practicamente las ecuaciones de Hamilton, sin embargo esto no
es asi. La trayectoria descrita por los valores medios de la posicién y del momento seria
idéntica a la trayectoria clésica si los valores medios de estas magnitudes variaran con el
tiempo de acuerdo con las siguientes ecuaciones:

i<33> _ ®
dt m
Ay — (V@) _ V(=)
il = ( dx )m_m d ()

Por tanto, se tendria que cumplir la siguiente condicién:

es decir, que el valor medio de la derivada de la funcién potencial fuera igual a la derivada
del potencial en el valor medio de la posicién. Sin embargo la igualdad anterior no es cierta.
Es distinto calcular el valor medio de una funcién que calcular la funcién en el valor medio.
Si el paquete de ondas que describe a la particula es muy estrecho en comparacién con la
variacién del potencial, si que se verifica que

o) ().

y los valores medios de la posicién y del momento describirdn la trayectoria cldsica. En
caso contrario no describirdn la trayectoria cldsica. Para una particula macroscépica la
longitud de onda de de Broglie es muy pequena. En este caso el paquete de ondas estara
muy localizado en comparacién con las variaciones del potencial y por tanto serdn validas
las ecuaciones de Hamilton. Podemos ver por tanto, que las ecuaciones de Hamilton son
un caso particular de la ecuacién de Schrodinger.

Constantes del movimiento.

Hemos visto que para cualquier obsservable se verifica la siguiente ecuacion:

=) (%)

Vamos a analizar una consecuencia importante de esta ecuacién. Supongamos que un
observable A no depende del tiempo y que ademds conmuta con el hamiltoniano, entonces
su valor medio no varfa con el tiempo. Se dice que dicho observable es una constante del
movimiento. Es decir, que A serd una constante del movimiento si

- dA
[ -
Como ejemplo, para el caso de una particula libre el hamiltoniano es:
~2
)
2m
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de modo que como p conmuta con el hamiltoniano y no depende del tiempo, serd una con-
stante del movimiento y su valor medio permanece constante: (p) (t) = (p) (0). Podemos
calcular el valor medio de la posicién, en este caso, de la siguiente forma:

a6 )0
@\ = T T
Por tanto: 5 (0
@ = @ 0 + 20

Es decir, que la trayectoria que describe el valor medio de la posicién coincide con la
trayectoria clésica.

Podemos ver que existe una gran similitud entre la formulacién de la mecdnica cudntica
y la mecdnica analitica. Supongamos que en mecdanica cldsica queremos obtener la variaciéon
con el tiempo de una funcién dindmica a(zx, p,t):

da 8@dm+(9adp+8a
dt  Oxdt Opdt Ot

Esta ecuacion se puede escribir de otra forma si utilizamos las ecuaciones de Hamilton,
que son:

dv  OH
dat — dp
dp  OH
oz

Por tanto, la variacién de a con el tiempo se puede escribir como:

da  dadH  dadH n oa
dt  Ox dp OpOxr Ot
En mecénica clésica se define una operacién entre dos funciones dindmicas, denominada
el corchete de Poisson y que permite escribir la ecuacién anterior de una forma més sencilla.

Supongamos dos funciones dindmicas f(x,p,t) y g(x,p,t). Se define el corchete de Poisson
entre las funciones f y g como la siguiente operacion:

of o af o
[fug]P:_f_g__f_g

El corchete de Poisson nos permite escribir la variacién de a con el tiempo de la siguiente
forma:

da Oda
% - [awH]P + a

Podemos escribir la variacién con el tiempo del valor medio de un operador A para ver

la similitid que existe:
d 1 - dA
—(A)=—=(|AH —
a m<[’}>+<ﬁ>



Podemos ver que existe una similitud entre el corchete de Poisson de dos funciones en
mecdnica cldsica y el conmutador de dos operadores en mecénica cudntica:

% (A8 = 0. n,

De hecho, cuando se conoce el comportamiento de un sistema cldsico, se puede pasar a
su descripcién cudntica siguiendo el siguiente procedimiento: en primer lugar se sustituyen
las funciones dindmicas por operadores y a continuacién se iguala al conmutador de los
operadores dividido por ik por el corchete de Poisson clédsico. Como ejemplo, podemos ver
que esta regla funciona para los operadores & y p, ya que [z,p], =1 y:

[ 8 =1

Se puede demostrar que las reglas anteriores son suficientes para construir la formulacién
de la mecdnica cudntica. Dos operadores que verifican la regla de conmutacién anterior se
dice que son operadores canénicos conjugados. En un tema posterior veremos que no sélo
existe gran similitud entre las formulaciones cuédntica y clasica sino que ademads la mecdnica
cuéantica incluye a la mecénica cldsica como un cierto limite en el que la constante de Planck
tiende a cero.

Estados estacionarios.

Supongamos ahora que un observable A no depende del tiempo. Vamos a suponer que el
estado de la particula en el instante inicial [1/(0)) coincide con un autovector del operador
hamiltoniano |p) de autovalor E, de modo que H |p) = E|¢) v [¢(0)) = |¢). De acuerdo
con lo que hemos visto en el apartado anterior, el estado en el instante ¢ vale:

(1)) = e 77 )

Aplicamos la ecuacién que nos da la evoluciéon temporal del valor medio de un observable
al observable A, teniendo en cuenta que estamos suponiendo que no depende del tiempo:

S = = (v |(af - m4) 0 = 2 (v |af|ww) - = (v |ialww) =
_ %G;Et <90| Aﬁe—%Et |80> . %G;Et <(70| ﬁAe—%Et ’SO> —
= (el AR Ig) - = (el HAlg) = o (ol AB|4) — (ol BAlp)
— 2 (plAl) - 5 (plAle) =0

Es decir, que cuando la particula se encuentra en un estado que es un vector pro-
pio del hamiltoniano, los valores medios de los observables que no dependen del tiempo
permanecen constantes. En este caso se dice que la particula se encuentra en un estado
estacionario. Como ejemplo, tanto el valor medio de la posicién como del momento, que
estdn representados por operadores que no dependen del tiempo, permanecerdn constantes.



Cuando la particula se encuentra inicialmente en un estado que es un autovector del
hamiltoniano, en tiempos posteriores el estado seguird un vector propio del hamiltoniano
con el mismo autovalor:

(1)) = e 7P )

de modo que |1)(t)) es un autovector de H con autovalor E.
La densidad de probabilidad de encontrar a la particula en la posicién r no depende
del tiempo en este caso, ya que:

p(r,t) = (W) (x|u(t)) = et P (plr) e T E (x|p) = o*(r)p(r)

Igualmente, como hemos visto, los valores medios de aquellos operadores que no depen-
den del tiempo permanecerdn constantes.

Como vimos en uno de los primeros temas podemos definir una densidad de corriente
de probabilidad, de modo que la densidad de probabilidad verifica la siguiente ecuacién de
continuidad:

Ip(r, t)

T
5 +V.j(r,t)=0

donde: "
- % —1n =
](I’, t) =R |:7/) (I', t) (WV> zb(r, t):|
Cuando la particula se encuentra en un estado estacionario la densidad de corriente es
solenoidal, ya que dp/0t =0



