Solucién de la ecuacion de Schrédinger para una particula
libre.

En este apartado vamos a analizar un caso particular de la solucién de la ecuacién de
Schrodinger para una particula libre en una sola dimensién, que nos servird para empezar
a comprender las diferencias que existen entre el mundo cldsico y el cudntico.

El caso particular que vamos a analizar se conoce como paquete de ondas gaussiano.
Supongamos que en el instante inicial, ¢t = 0, la funcién de onda depende de dos pardmetros
reales kg y a y que viene dada por:
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Lo primero que vamos a hacer es caracterizar las propiedades espaciales de la particula.
;Dénde se encuentra? ;Tiene una posicién bien definida? Recordamos que el médulo al
cuadrado de esta funcién de onda es la densidad de probabilidad de encontrar a la particula
en la posicién x, de modo que para el instante inicial:
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Podemos ver que se trata de una distribucién gaussiana centrada en x = 0, de modo que
el valor medio de la posicién serd (x) = 0, y la particula no tiene una posicién bien definida.
Podemos calcular explicitamente ambas propiedades, para lo cual tenemos que comprobar
previamente si la funcién de onda estd normalizada. Vamos a integrar la densidad de
probabilidad para todos los valores de x:
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Hacemos el siguiente cambio de variable:
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y queda:
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Por tanto estd normalizada y la podemos utilizar directamente para calcular valores
medios. El valor medio de la posicién vale:
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Esta integral es nula puesto que el integrando es una funcién impar de x. Por otro lado,
podemos calcular la dispersién de la posicién, Az, para lo cual tenemos que calcular (z?),

ya que:
Az =\[{a?) = (x)" = /(2?)
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Este valor medio se calcula de forma andloga:
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Hacemos el mismo cambio de variable y queda:
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Por tanto:
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De modo que la particula que estamos describiendo tiene un valor medio de su posicién
nulo (es como si partiera del origen) pero no tiene una posicién bien definida. La dispersién
en su posicién depende del pardametro a.

Vamos a analizar también la informacién sobre el momento de la particula, para lo cual
vamos a calcular su transformada de Fourier y la funcién de onda en la representacién de
momentos. La transformada de Fourier en el instante inicial vale:
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Esta integral se calcula escribiendo el argumento de la exponencial como un cuadrado
perfecto de la siguiente forma:
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Por tanto, nos queda:
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Hemos sacado fuera de la integral la exponencial que no depende de x. La integral que
queda se hace facilmente con el cambio de variable:
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Por dltimo, hacemos un cambio de variable similar a los anteriores: 12 = s, r = s'/2,
dr = %5_1/ 2ds y queda a/7. Por tanto, la transformada de Fourier vale:
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Se trata de una distribucién gaussiana centrada en k = ky. Vamos a calcular la funcién
de onda en la representacién de momentos:
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También es una distribucién gaussiana centrada en hky. El médulo al cuadrado de esta
funcién nos da la distribucién de probabilidades para el momento de la particula en el
instante inicial:

p, (0,0) = |4 (p,0)[’

De forma similar a los calculos anteriores, se puede calcular el valor medio del momento
y su dispersién y se obtiene:
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Podemos ver que se verifica el principio de indeterminacién:
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En la pdgina http://www.hbarra.es hay una aplicacién denominada "Paquete de ondas
gaussiano" que permite ver todas las propiedades que acabamos de ver.

Ya hemos caracterizado las propiedades de la particula en el instante inicial. El valor
medio de la posicién es nulo y el de su cantidad de movimiento hky. Ni la posicion ni el
momento estdn bien determinados y el producto de las dos indeterminaciones es del orden
de la constante de Planck.

Vamos a ver ahora cémo evoluciona la funcién de onda y las propiedades de la particula.
El problema equivalente en mecénica cldsica serfa: si conocemos la posicién y velocidad
en el instante inicial, ¢ = 0, de modo que x (0) = 2o y v (0) = wp, jcuédl serd la posicién y
velocidad en el instante t? La respuesta es sencilla para la particula libre:

z (t) = xo + vot, v (t) = v

El equivalente en mecédnica cudntica es: si conocemos la funcién de onda en el instante
inicial t = 0, v (z,0), ;cudl serd la funcién de onda en el instante ¢, ¢ (x,t)? La forma de
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calcular ¢ (z,t) la vimos en un apartado anterior. Si conocemos 0 (k,0) la funcién de onda
en el instante t vale:
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Por tanto, para obtener la evolucién temporal tenemos que realizar la integral anterior
para el paquete de ondas gaussiano que estamos estudiando, es decir:
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donde se ha tenido en cuenta que w es una funcién de k (relacién de dispersién). La forma
de hacer esta integral es similar a una que aparecié anteriormente. Se trata de escribir el
argumento de la exponencial como un cuadrado perfecto como una funcién de k y seguir
pasos andlogos a los que se han hecho anteriormente. Tras una serie de cédlculos se puede
comprobar que la integral anterior vale:
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Por 1ltimo, a partir de la funcién de onda, podemos calcular la densidad de probabilidad
de encontrar a la particula, y vale:
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En la pagina http: //www.hbarra.es hay una aplicacién que simula el movimiento de este
paquete de ondas para la particula libre. En la siguiente imagen se muestra una evolucién
temporal obtenida con la aplicacién.
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El valor medio de la posicién se desplaza a una velocidad constante hky/m = (p) (0)/m,
por tanto, se comporta de forma similar a como lo hace en mecéanica clésica. Por otro lado,
la dispersién en la posicién va aumentando con el tiempo, como se aprecia en la figura
anterior. Podemos extraer el valor de la dispersion si comparamos p (z,t) con una funcién
de distribucién gaussiana genérica para una variable aleatoria s:
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donde (s) es el valor medio de la distribucién y As la dispersiéon. Por tanto, podemos
concluir que la dispersién en la posicién de la particula evoluciona de la forma:
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de modo que como habfamos dicho, la anchura de la distribucién aumenta con el tiempo.
Este fenémeno lo habfamos estudiado anteriormente y vimos que era una consecuencia de
la relaciéon de dispersiéon no lineal. Podemos interpretar el ensanchamiento del paquete
de ondas mediante argumentos cldsicos. Segin hemos visto anteriormente, en el instante
inicial la particula tiene una indeterminacién en su momento que vale Ap(0) = h/a. Como
consecuencia también tiene una indeterminacién en su velocidad:
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Si tenemos un conjunto de particulas con una dispersién en sus velocidades, como cada
particula se mueve a una velocidad distinta el conjunto se va dispersando. La dispersién
en la posicién vendra dada por:
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Vamos a comparar con la expresién cudntica Az (t). Para tiempos grandes, llegard un

momento en que podamos despreciar la unidad que hay dentro de la raiz de la expresién
de Az (t), de modo que:
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Vemos que este resultado coincide con el anterior, de modo que podemos achacar el
aumento en la dispersiéon de la posicién al hecho de que la particula, en la descripcién
cudntica, no tiene una velocidad bien definida. Para tiempos pequenos las dos expresiones
Az y Az (t) difieren, ya que en mecdnica clésica la dispersion puede ser nula en el instante
inicial, mientras que en mecénica cuéntica no, ya que Az nunca puede ser menor que 7/2Ap.

En la siguiente figura se puede ver una comparacién entre el resultado que predice la
teorfa cudntica y el argumento clésico.

Para terminar, vimos que la funcién de distribuciéon del momento para el caso de la
particula libre no varfa con el tiempo, de modo que tanto el valor medio como la dispersién




del momento se mantienen constantes. En resumen, las propiedades de la particula en el
instante ¢ son:
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de modo que el valor medio de la posicién se desplaza con el tiempo de forma idéntica
a la posicién de la particula en mecdnica cldsica. Por otro lado, en mecdnica cudntica la
particula no tiene una posicién bien definida y la indeterminacién aumenta continuamente
con el tiempo. Este aumento continuo lo hemos justificado mediante argumentos cldsicos
a partir de la indeterminaciéon del momento.



