Potenciales periédicos. Bandas de energia.

En este apartado vamos a estudiar los potenciales periédicos. Vamos a ver cémo la matriz
de propagacion nos permite encontrar también en este caso los posibles valores de la energia.
Veremos que para un potencial periddico el espectro de energfas es continuo pero formado
por bandas. De esta forma veremos cémo surge la teoria de bandas en cristales.

En primer lugar vamos a analizar una propiedad importante de la funcién de onda en
un potencial periédico que se conoce como el teorema de Bloch. Vamos a suponer que
tenemos un potencial periédico como el que se muestra en la siguiente figura.
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Se trata de un potencial periédico de periodo (espacial) a. En cada una de las celdas la
funcién de onda a la izquierda y a la derecha de la celda estara relacionada mediante una
matriz de propagacién, de modo que para la celda indicada en la figura se verificard que:
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Si trasladamos el sistema una distancia a el sistema trasladado es idéntico. Como
consecuencia todas las propiedades fisicas del sistema deben ser funciones periddicas de
periodo a. En particular tanto la densidad de probabilidad como la densidad de corriente
de probabilidad deben ser funciones periédicas.
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Y*(x)Y(r) = funcién periédica de periodo a.
R (w*(as) <—g%) w(az)) = funcién periédica de periodo a.

Vamos a escribir la funcién de onda de la siguiente forma:
() = u(w)e ™

donde u(x) es una funcién periédica y a(x) una funcién real que no es periédica (si hubiera
una parte de la funcién a(x) que fuera periédica la incluiriamos en la funcién u(x)). De esta
forma la densidad de probabilidad serd automédticamente una funcién periédica. Vamos a
imponer ahora la condicién de que la densidad de corriente sea una funcién periddica:
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Esté claro que el segundo sumando del término de la derecha es una funcién periédica.

do(z)

Sin embargo el primer sumando sélo serd una funcién peridédica si se verifica que sea

una funcién periédica. La tinica forma de que la funcién a(z) no sea una funcién periédica
mientras que su derivada si lo sea, es que la derivada de la funcién «(x) sea una constante.
Por tanto, la funcién «(z) serd de la forma a(x) = kz. En consecuencia la funcién de onda
en un potencial periédico serd de la forma:

Y(x) = u(z)e™

donde u(x) es una funcién periédica. Este resultado se conoce como el teorema de Bloch
y la cantidad k de la ecuacién anterior se conoce como el nimero de onda de Bloch. Si
trasladamos la funcién de onda una distancia a resulta que se verifica la siguiente condicién:

w<$ + a) _ ’LL(ZL’ + a)eik(x-i-a) _ u(x)eikzeika _ @/J(ft)eika

que es una propiedad importante de la funcién de onda en un potencial periédico.
La ecuacién anterior impone una condicién sobre la matriz de propagacién. Si nos
fijamos en la figura anterior resulta que se debe verificar la siguiente condicién:
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Para que este sistema de ecuaciones pueda tener solucién el determinante de la matriz
debe se nulo, de modo que se debe verificar la siguiente condicién:

o bien:

entonces:

— (Pll o efika) (P22 _ efika> — PPy =0
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Vamos a utilizar ahora las propiedades de los coeficientes de la matriz de propagacion,
que eran Poy = Py, Po1 = Py P11Pes — P1oPs; = 1. Utilizando esta dltima condicién la
ecuacion anterior queda:

—2ika —ika —ika
PPy +e — Pyie — Phe — P11 Py =0

o bien:
6727,ka . Pllefzka o P22671ka +1=0

Si tenemos ahora en cuenta la propiedad Pae = Py, esta ecuacién se puede escribir como
e M —2R(Py)e ™ +1=0

o bien: _ ,
oika _ 2R(Pyy) + eika — 9 cos(ka) —2R(P11) =0



Por tanto hemos llegado a la siguiente condicién:
cos(ka) = R(P11)

Para que esta ecuacion tenga soluciéon el médulo del término de la derecha debe ser
menor que la unidad, de modo que el coeficiente P;; en un potencial periédico tiene que
verificar la condicién:

[R(P)| <1

Esta desigualdad impone una condicién sobre las posible energias. Como vamos a ver
a continuacién en un ejemplo concreto las energfas permitidas estdan formadas por bandas,
separadas por bandas de energfas prohibidas.

Como ejemplo vamos a considerar un potencial periédico formado por funciones delta
de Dirac ad(z), lo que se conoce como el modelo de Kronig-Penney. El potencial se ilustra
en la siguiente figura.
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La matriz de propagacién de este potencial para una celda serd la matriz de una delta
multiplicada por una matriz de propagacién libre para una distancia a, de modo que si
notamos por K el nimero de ondas, la matriz de propagacion sera:
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El coeficiente Py vale P = (1 + z%) e~Ka v la parte real del coeficiente:

maa sin Ka
h?  Ka

R(Pr1) = cos Ka +

En la siguiente figura estd representada la parte real de este coeficiente, asi como las
bandas de energfas permitidas para el caso particular maa = 5h.
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Con este apartado hemos terminado el estudio de los potenciales escalonados. De
acuerdo con todo lo estudiado, la matriz de propagacién resulta de gran utilidad ya que
permite calcular coeficientes de transmisién y reflexién, energias de los estados ligados,
bandas de energfa, etc. También hemos visto que el calcular la matriz de propagacién es
sencillo, basta con dividir el potencial en tramos, escribir la matriz de cada tramo y por
iltimo multiplicar las matrices de cada tramo. En el siguiente apartado comenzaremos el
estudio de un potencial tan importante como es el oscilador arménico.



