Evolucién temporal de un paquete de ondas.

Ahora estamos en disposicién de abordar el problema de la evolucién temporal de un
paquete de ondas. Vamos a suponer que en el instante inicial conocemos la funcién de
onda, de modo que ¥(7,0) = ¢(7). Lo que pretendemos es obtener la funcién de onda en
el instante ¢, ¥ (7, t).

Sabemos que la solucién mds general de la ecuacién de Schrodinger se puede expresar
como una superposicion de todos los estados estacionarios. Vamos a suponer, en primer
lugar, que el espectro de energfas es discreto. En este caso la solucién més general vimos

que era de la forma: '
= Z fr P (F)e w5

donde ¢, (7) es la autofuncién del hamiltoniano con autovalor £, normalizada.

Lo que tenemos que hacer es calcular cudnto deben valer los coeficientes f,, para que la
funcién de onda en el instante inicial ¢ = 0 sea ¢(7).

La funcién de onda en el instante inicial vale:

$(7) = ¥(7,0) = an%ﬁ) mesom

donde hemos podido cambiar el indice del sumatorio de n a m al tratarse de un indice
mudo.
Si multplicamos esta ecuacién por ¢’ (7) e integramos en todo el espacio queda:

[ om - > JEETAGENG

Ahora bien, segiin hemos visto en la seccién anterior la integral de la derecha vale d,,

7 o (F) 9(7) = me o
&

Por tanto, obtenemos el siguiente resultado:

fu= [ @F e 60 = [ E7 6 00)

Esta expresion nos permite obtener los coeficientes f,, del desarrollo. La funcién de
onda en el instante ¢ la podemos obtener a partir de la funcién de onda en el instante
inicial mediante la siguiente ecuacién:

WEH =2 ( / &7 ¢1,(7) (“)) NG ( / 47 o (7 w(f,o)) ()T
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Si nos fijamos, esto es muy similar a lo que hacfamos en el caso de una particula
libre. En ese caso, para obtener la funciéon de onda en el instante ¢ tenfamos que calcular la
transformada de Fourier de la funcién de onda en el instante inicial (de hecho, veremos mas
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adelante que las autofunciones del Hamiltoniano de una particula libre son precisamente
las ondas arménicas planas).

El resultado anterior se generaliza facilmente al caso en que el espectro de energias sea
continuo. En este caso, la solucién general de la ecuacién de Schrodinger era:

wlit) = [ dE £ (B)pelme i

donde ¢g(7) son las autofunciones del hamiltoniano con autovalor F y normalizadas "en
el sentido de Dirac". Vamos a ver cémo podemos calcular en este caso la funcién f (E).
Hacemos lo mismo que antes: escribimos la expresiéon anterior para t = 0:

(7, 0) = B(F) = / 0E f(E) op(F) = / 0B [ (E') o (i)

Si multplicamos esta ecuacién por ¢} (7) e integramos en todo el espacio queda:

[eren@on = [dE 1E) [ o ent)

Para el caso de espectro continuo, si las funciones ¢g(7) estdn normalizadas en el
"sentido de Dirac" se verificaba que:

[ 7 en@en® =5(E - E)

Por tanto:
[#renmom = [ae 1@y sE-B)= 1 E)
es decir, que:

FB) = [ @ ep o = [ @7 ep@v0)

Finalmente:

w20 = [ar ([ @reneon ) exrret® = [ a8 ([ @ o0 v6.0) epme

Podemos comparar con el caso de una particula libre que se mueve en una sola dimen-
sién. Recordemos que la funcién de onda en el instante ¢ se puede escribir como:

1 R . 1 o ‘ N
Y (z,t) = \/_2_7r/ ¥ (k,0) cilkz—wt) g1 _27r/ o (k,0) pike ,—ihk?t/2m g,

donde 9 (k,0) era la transformada de Fourier de la funcién de onda en el instante inicial:

¥ (k, e~ *q) (2,0) dx
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Podemos introducir esta expresién en la de ¢ (z,t) y queda:
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Y (x,t) e~ * ) (2,0) dx e*remi Bt g
\/277 \/27r
donde F = h%k?/2m.

Vamos a comparar con la expresion que hemos obtenido anteriormente:

6.0 = [aB ([ @700 eeie i

Vemos que las expresiones con muy similares, si consideramos que las autofunciones del
operador hamiltoniano para la particula libre son las funciones:
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Efectivamente, podemos comprobar que si aplicamos el hamiltoniano de la particula
libre a esta funcién nos queda una constante por la misma funcién:
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Como conclusién final, para poder resolver un problema de condiciones iniciales en

mecanica cudntica, lo primero que tenemos que hacer es encontrar las autofunciones del
hamiltoniano, es decir, resolver la siguiente ecuacion:

ikx

Ho(r) = Ep(r)
Como hemos visto, esta ecuacién es en realidad la ecuacién de Schrodinger indepen-

diente del tiempo y es por lo que esta ecuacién es casi tan importante como la propia
ecuaciéon de Schrodinger.



