Resolucion de la ecuacion radial. Polinomios de La-
guerre.

El problema se ha reducido a resolver la ecuacién radial para la funcién R(r). Vamos a ver
cémo podemos resolver esta ecuacién, que es:
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Vamos, en primer lugar, a definir una funcién que parece més adecuada:
u(r) =rR(r)
La ecuacién que satisface la funcién u(r) es:
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Esta ecuacién es idéntica a la ecuaciéon de Schrodinger independiente del tiempo para
una particula que se mueve en una sola dimensién (r), sometida al potencial:

2 1 1 2
Vef(?n):fil(lJr ) e’

2ur? Cdreg v

que recuerda al potencial efectivo de la mecédnica clédsica para el problema de los dos cuerpos,
que era la suma del potencial centrifugo y el potencial central (el potencial de Coulomb en
nuestro caso). La funcién ¢(r) queda de la forma:

vlr) = RO (0.9) = "Dy (0.)

Para que la funcién de onda ¢ (r) sea regular en el origen, debemos imponer la condicién
u(0) = 0. Por tanto, la ecuacién diferencial para la funcién u(r) hay que resolverla con esta
condicién inicial. Esta condicién es equivalente a tener una barrera infinita de potencial en
la regién r < 0, de modo que si la particula se mueve en la regién r > 0, nunca penetrard
en la regiéon » < 0, lo cual es légico, ya que la variable radial r s6lo puede tomar valores
positivos. Vamos a ver el comportamiento asintético de la funcién u(r) en r — oco. En este
limite podemos despreciar el segundo y tercer término de la ecuacién diferencial, de modo
que queda:
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Para que la particula esté ligada la energia tiene que ser negativa, de modo que las

soluciones de la ecuacion diferencial anterior son de la forma:

~ FEu(r)

u(r) ~ e*Fr

donde 5 = /—2uF /h. Para que la funcién de onda sea convergente en r — 0o nos tenemos
que quedar con el signo negativo. Para incluir el comportamiento asintético de la funcién

de onda vamos a separarlo considerando una nueva funcién y(r), de modo que:
u(r) = y(r)e ™

1



La nueva funcién y(r) verifica la siguiente ecuacién diferencial:
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Esta funcién y(r) debe verificar la condicién y(0) = 0
Vamos a adimensionalizar la ecuacién anterior utilizando como distancia caracteristica
el radio de Bohr ay = 4megh?/pue?. En lugar de la variable r utitilizaremos la variable
adimensional p = r/ag. La ecuacién anterior adimensionalizada queda de la forma:
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donde A\ =/ —— vy Ey = M—2 A continuacién, como hemos hecho en otras ocasiones,
Ey 32m2eih?

vamos a buscar una solucién en forma de serie de potencias de p. Sin embargo, como la
ecuacion anterior es singular en p = 0 habra que introducir una serie de Frobenius de la

forma:
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Las sucesivas derivadas de y son:
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Introducimos la serie en la ecuacién diferencial para la funcién y:
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Esta ecuacion la podemos considerar como una séla serie. La serie es nula, de modo
que el coeficiente de orden mds bajo (i = 0) se debe anular y por tanto, se debe verificar
que:

s(s—1)—1(l+1)=0

Esta es una condicién que nos da los posibles valores de s. Resolviendo la ecuacion de
segundo grado queda:

S_{l+1
—l

Si escogemos el valor s = —I no se puede verificar la condicién y(0) = 0, de modo que
tenemos que quedarnos con el valor s = [+ 1. Para obtener la relacién de recurrencia entre
los coeficientes de la serie, tenemos que igualar el resto de los coeficientes a cero. Vamos a
sustituir el valor s =1+ 1:
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Podemos incluir todo en un solo sumatorio como sigue:

Zp”“[(z'+l+1)(z'+l)ci—2)\(z’+l)ci_1+2ci_1—l(l+1)ci] =0

o bien:
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De modo que la relacién de recurrencia es la siguiente:
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que se puede utilizar para obtener los coeficientes ¢; a partir de ¢ = 1, una vez que se haya
escogido un valor para c.

Vamos a ver el comportamiento asintético de la serie y el comportamiento de la funcién
R(r). En primer lugar, podemos expresar la relacién entre las funciones y y « en funcién
de la variable adimensional p:

T

u(p) =ye " = y(p)e ™

donde hemos utilizado que \/2uFEyap/h = 1.

El comportamiento asintético de los coeficientes de la serie para valores grandes de ¢
es:
C; 2\
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Se puede comprobar que este comportamiento asintético es equivalente al de los coefi-
cientes del desarrollo en serie de la funcién e?*”, de modo que el comportamiento asintético
de la funcién u(p) sera u(p) ~ e, lo cual no es aceptable, ya que la funcién de onda
no serfa normalizable. La tnica forma de obtener funciones de onda que se comporten
adecuadamente en p — 0o es que la serie anterior se corte en algiin momento, es decir, de
la funcién y(p) sea un polinomio. Por tanto, para algin valor entero k& mayor o igual que
la unidad se debe verificar la siguiente condicién:

AMk+1)—1=0
o bien: )
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Esta ecuacién nos da directamente los posibles valores de la enegia del dtomo de
hidrégeno, ya que A = /—FE/Ey, por tanto, las posibles energias son:

Ey pe 1
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Las funciones y(p) consisten en polinomios con términos de orden p'*t, ... pitk

estdan relacionados con los polinomios de Laguerre segin veremos.
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