Introduccion.

En los dos iltimos temas, asi como en los temas 3 y 5, hemos analizado cémo se puede re-
solver el problema de autovalores del operador hamiltoniano de forma analitica para casos
distintos. Sin embargo, los problemas que admiten una solucién analitica son muy limita-
dos. En un tema anterior vimos una forma de obtener soluciones aproximadas utilizando
el método WKB. Este método tiene un inconveniente grande y es que sélo se puede aplicar
al caso de problemas unidimensionales. El método se puede ampliar facilmente para pro-
blemas tridimensionales con potenciales de simetria esférica, ya que la parte angular se
conoce (que viene dada por los arménicos esféricos) y sélo hay que resolver la ecuacién
radial, que al fin y al cabo es un problema unidimensional. Sin embargo, para proble-
mas tridimensionales con potenciales genéricos todavia no hemos visto ninguna forma de
obtener una solucién aproximada. En este tema vamos a ver dos métodos para encontrar
las soluciones estacionarias de la ecuacién de Schrodinger. El primero y més importante
se conoce como la teorfa de perturbaciones. En este método se utilizan las soluciones de
un problema que se pueda resolver analiticamente para obtener soluciones aproximadas de
un problema més complejo, siempre que el hamiltoniano se este problema m&s complejo
se pueda escribir como el hamltoniano del problema sencillo més un término pequeno, que
se pueda considerar como una perturbacién del problema sencillo. El otro método que
veremos se conoce como el método variacional.

Teoria de perturbaciones para estados estacionarios.
Caso no degenerado.

Como se ha mencionado en la introduccién, existen pocos problemas que se puedan resolver
de forma analitica, de modo que conviene introducir métodos que permitan obtener solu-
ciones aproximadas a problemas que no se puedan resolver analiticamente. Los métodos
que vamos a ver a lo largo de este tema se utilizan para encontrar de forma aproximada
los autovalores y autovectores del hamiltoniano para el caso de estados ligados.

Vamos a considerar que un sistema fisico estd descrito mediante el siguiente hamilto-
niano:

H=Hy+W

de modo que podemos resolver el problema de autovalores de H, pero no el de H. Vamos
a suponer que el espectro de Hy es discreto y no degenerado, compuesto por los autova-
lores E?. Los autovectores correspondientes los notaremos por |©?). La idea es obtener
los autovectores de H como los autovalores de Ho mas términos adicionales debidos al
término W. Se dice que el término W es una perturbacién del hamiltoniano H, cuando
los elementos de matriz de W son mucho menores que los de H,. En este caso, el espectro
y los autovectores de H no serén muy distintos de los de H,. Por tanto, partiremos de que
el espectro de H es aproximadamente igual al de H, y calcularemos qué correcciones hay
que incluir cuando consideramos el término W. El método de perturbaciones nos permite
calcular cémo se modifica cada uno de los autovalores de H() al incluir el término W. Es
decir, que si lo unico que queremos es ver cémo se modifica un autovalor concreto E?
y su autovector correspondiente |¢?) lo podemos hacer directamente. Ademds, podemos



calcular la correccién a dicho autovalor con la precisién que queramos. En orden cero el
autovalor de H coincide con el de Hy (E?), en primer orden el autovalor de H seré el de Hy
mads un factor de correccién que dependerd linealmente de W, en segundo orden tendremos
que incluir una nueva correccién que dependerd cuadrédticamente del operador W y asf
sucesivamente hasta conseguir la precision que deseemos.

Para resolver el problema de autovalores de H vamos a introducir un pardmetro real
arbitrario A, de modo que trabajaremos con el siguiente hamiltoniano:

H=Hy+\W

y posteriormente particularizaremos para el caso A = 1. Queremos resolver el problema de
autovalores de H, es decir, la ecuacion:

(Ho+2W) v) = E |v)
Vamos a desarrollar tanto el autovalor E como el autovector |1)) en potencias de A:

E = €0+)\€1+)\2€2+"'
) = [0)+ A1)+ A%[2) + -

A continuacién introducimos estos desarrollos en la ecuacién de autovalores de H:
(Fo -+ A7) (J0) + A1) + X2 [2) + A [3) + )
= (eo+Aer +Nea+ Nez+--) (|0) + A1) + A2 [2) + NP [3) +---)
Vamos a agrupar los términos en potencias de A de la siguiente forma:
<ﬁ0 — 5()) |0) +
| (Ho = 20) 1)+ (W —21) 10)] +
22 [(Ho = 20) 12) + (W = 21) [1) = 22 |0)] +
+A° [(HO — ao) 13) + (W - 61) 2) —e2|1) — &3 |0>] +ee
L. =0

Como )\ en principio es un pardmetro arbitrario, para que el desarrollo anterior sea cero
para cualquier valor de A, todos los términos deben ser nulos, de modo que encontramos
la siguiente jerarquia de ecuaciones:

0) HO — &0 |0> =

) (Ho—¢o) 1)
) (Ho—¢o)[2)
)

W N -
=
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Esta jerarquia de ecuaciones nos va a permitir encontrar sucesivamente las correcciones
en a los autovalores de H y las correcciones In) a los autovalores. La ecuacién de orden
mas bajo es el problema de autovalores de H,y de modo que ya conocemos sus soluciones,
que estdn compuestas por los autovalores EY y por los vectores |¢). Para cada par de
elementos E? y |¢)) podemos encontrar las sucesivas correcciones €, y |n), siendo gy = E?
v |0) = |¢?). Podemos ver en primer lugar una propiedad de la jerarquia de ecuaciones, y
es que si a los vectores |n) = {|1),]2),---} le anadimos un vector proporcional al vector
|0) volvemos a obtener vectores que verifican la misma jerarquia de ecuaciones. Es decir,
que si el vector |1) verifica la ecuacién 1), entonces el vector |1’) = |1) + C'|0), siendo
C una constante arbitraria, también la verifica. Lo podemos comprobar sustituyendo el
vector |1') en la ecuacién 1) y teniendo en cuenta que de acuerdo con la primera ecuacién

Hy — 5()) |0) = 0. Este hecho lo podemos utilizar para escoger los vectores |n) ortogonales

al vector |0), de modo que siempre podemos anular los siguientes productos escalares:
(0]1) = (0]2) = (0[3) =--- =0

Podemos verlo con el vector |1). Supongamos que resolvemos la ecuacién 1) y que
encontramos un vector |1) y resulta que no es ortogonal al vector |0). Pues bien, definimos
1) = |1) + C'|0), tal que (0|1") = 0 y obtenemos que la constante C' tiene que valer
—(0[1") / (0]0). Como el vector [1') también es solucién de la ecuacién 1) lo podemos
llamar |1) y este vector es ortogonal al |0). Asi podemos hacer con todos los vectores |1),

12, 13), ...

El imponer la condicién anterior nos permite obtener ficilmente las correcciones ¢,, del
espectro. Si multiplicamos las sucesivas ecuaciones a la izquierda por el bra (0|, teniendo

en cuenta que (0| (ﬁo — 50> = 0 queda:

1) (0|W[0) =& (0]0) =0
2) (0|W]1) —e5(0]0) =0
3)  (0|W]2) —e5(0]0) =

Por tanto las distintas correcciones valen:

(o] 1)

(00)

En =
Si el vector |0) estd normalizado queda:
Ep = <0‘W’n—1>

Por tanto, para conocer la correccién enésima de un valor concreto del espectro de
Hy necesitamos conocer la correccién de orden n — 1 del autovector correspondiente. Por



ejemplo, vamos a considerar las correcciones para un autovalor concreto E?, de modo que
= E? y |0) = |¢?). La correccién hasta primer orden ser:

E:€0+€1:E?+<QO?

W)w?>

(donde ya hemos particularizado para el caso A = 1). Es decir, que la correccién en primer
orden viene dada por los elementos de matriz diagonales de W en la base {|¢?)}. El
elemento de matriz serd realmente una correccién a la energfa si

<<p?

Si queremos obtener el valor de la energia F hasta el siguiente orden necesitamos
calcular en primer lugar el vector |1) (para el valor concreto E? que estemos considerando).
Vamos a ver cémo podemos calcular el vector |1). Desarrollamos este vector en la base

{le?) }: ,
1) = Zj ci |6Y)

donde la prima significa se sumaremos sobre j excluyendo el valor j = i, ya que el vector |1)
es ortogonal al vector |0) = |¢?). Los coeficientes del desarrollo son los productos escalares
¢; = (Y1), Si multiplicamos la segunda ecuacién de la jerarqufa (la ecuacién 1)) a la
izquierda por el bra <g0?{ (j # 1) queda:

W‘¢?> < E}

(5] (HO —50> 1) + (& (W — 51) 0y =0

Ahora bién, los vectores <g0 | son autovectores de Hy de autovalor E?, y ademés son
perpendiculares |0) = |<p > de modo que queda:
o) =

(B — 20) {@911) + ()

o bien, teniendo en cuenta que gy = E? y que |0) = |¢?):

(B — E9) (&31) + (2 W] ) =0

Por tanto los coeficientes c¢; del desarrollo valen:

)

0 0
E) — Ef

C; =

De modo que el vector |1) vale:

Y

H=3 <EP—MM>



Es decir, que la solucién del problema de autovalores del H hasta primer orden en teoria
de perturbaciones viene dada por las ecuaciones:

E — B+ (¢}

WV%

\%>

En muchos casos estas correcciones son suficientes para ver la influencia de la per-
turbacién, que viene dada por el término W del hamiltoniano. Sin embargo, en algunas
ocasiones (cuando se tiene que obtener un resultado preciso o bién cuando la correccién de
primer orden es nula) conviene acudir a la correccién en segundo orden. Vamos por tanto
a ver la correccién de segundo orden. Ya hemos visto que la correccién a los valores de la
energia viene dada por la siguiente expresion:

MQ

o= o] 1)~

Como ya conocemos el vector |1) lo podemos sustituir en esta expresion:

¥) = }¢Z>+Z <

|7)

0| 13 ! <90?W 0>
g2 = (W Zon—\m =

o
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Vamos a calcular a continuacién la correccién a los autovectores, es decir, el vector |2).
Tal como hicimos en el caso anterior desarrollamos este vector en la base {’gp%}

2=3 o |#)

donde en el sumatorio excluimos el término j = i y donde ¢; = <g0?|2>. Para encontrar los
coeficientes del desarrollo multiplicamos la ecuacién de segundo orden (encuacién 2)) por
la izquierda por el bra (¢?| (con j # i):

oW |9) {2 || 0
-, L2

(@] (o= o) 12) + (&3] (W = 1) 11) = e2 (}0) =

Teniendo que cuenta que < } < 0— 50) = <g0j‘ E — E; ) y que <g0j\0> <g0J|g01> =0
queda:

(
(E EO) <901‘2 <<,03 W’ > — & <90J‘1




por tanto:

- (1)1 e

0
(12 EO— 0 EO_ RO
7 7 7 J

Por otro lado:

, (||t
|1>:ka‘¢g> y 81=<90?

() Z <90k‘ ‘%><¢9 0>_<%o 0><¢9

— EY) (E? — EY) (E? — EY)?

Por tanto, el vector |2) viene dado por el siguiente desarrollo:

o R 5

de modo que:

)

W‘¢?>

(B0 - B))’

|7

Por dltimo, los autovalores y autovectores de H hasta el segundo orden vienen dados
por las siguientes expresiones:

oy 2174

B=E!+ (o}

|%>+Z < sol> 1_<¢?W90?> ¥
o Gl i)

ik (EY— E9) (EP — 3)

En raras ocasiones se utilizan términos de orden superior, de modo que ya no calcu-
laremos més términos. Sin embargo, la técnica utilizada es la misma que para los érdenes
anteriores. En un apartado posterior veremos alguna aplicaciéon del método que hemos
desarrollado. Por tltimo, este método se puede aplicar también para el caso en que el es-
pectro de Hy sea degenerado si lo que queremos es calcular las correcciones de un autovalor
E? no degenerado (es decir, que el autovalor para el cual queremos calcular la correccién
tiene que ser no degenerado, aunque el resto del espectro de Hy sea degenerado). En este
caso vamos a notar por E? a los autovalores de H, y por ‘g021> a los autovectores corre-
spondientes, donde [ = 1,--- , g;, y donde g; es el grado de degeneraciéon de cada autovalor
E?. En este caso, si el autovalor EY es no degenerado, el autovalor y autovector de H y
hasta segundo orden vienen dados por las siguientes ecuaciones:

mﬁ>§:§ﬂ@ﬂ M&
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