Estados estacionarios. La ecuacién de Schrédinger in-
dependiente del tiempo.

En este apartado vamos aplicar el método de separaciéon de variables a la ecuacién de
Schrodinger para obtener otra ecuacién casi tan importante como la ecuacion de Schrodinger
como es la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo.

Vamos a suponer una solucién particular para la ecuacién de Schrodinger de la siguiente
forma:

P(7 1) = T(t)e(r)

Introduciendo esta solucion en la ecuacién de Schrodinger queda:
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donde hemos supuesto que el potencial no depende del tiempo. Podemos reordenar la

ecuacién anterior de la siguiente forma:
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Vemos que el término de la izquierda depende tnica y exclusivamente del tiempo mien-
tras que el término de la derecha depende exclusivamente de las coordenadas espaciales,
por tanto, si se verifica la igualdad para cualquier instante ¢ y en cualquier punto del espa-
cio 7, los dos términos de la igualdad deben ser igual a una constante que notaremos por
E. De modo que nos quedan las siguientes dos ecuaciones:
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La ecuacién para la funcién temporal se resuelve facilmente y queda:
T(t) = Tpe 7t

donde T} es una constante de integracién que se puede incluir en la funcién (7). Por
tanto, la solucién particular que estamos analizando serd de la forma:

(T = (T e
donde la funcién ¢(7) satistace la siguiente ecuacién:
n_,
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La solucion que estamos analizando se dice que es una solucion estacionaria y la ecuacién
anterior se denomina la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo. Es fécil ver



por qué se llama la solucion estacionaria y se debe a que la densidad de probabilidad de
encontrar a la particula no depende del tiempo, ya que

P P(T, 1) = " () (7)

Si la solucién estacionaria estd normalizada, se verificard que [ ¢*(F)p(F) d*F =1

Podemos ver que la funcién ¢(7) es una autofuncién del operador Hamiltoniano de
autovalor E, es decir, que se verifica que Hp(7) = Ep(7). Al igual que el operador p es el
operador momento, de modo que su valor medio sobre la funcién de onda nos da el valor
medio del momento, el operador H est4 relacionado con la energia de la particula y el valor
medio del operador H nos dar4 el valor medio de la energia. Pues bien, para el caso de
una solucién estacionaria el valor medio del Hamiltoniano es igual a F.
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Ademads, la solucién estacionaria tiene una energia bien definida (sin dispersién). Segun
podemos ver, para una solucién estacionaria, la funciéon de onda oscila con una frecuencia
w = E/h, que es la frecuencia asociada a una particula de acuerdo con la hipdtesis de de
Broglie. Para poder encontrar todas las posibles soluciones estacionarias de la ecuacién
de Schrodinger hay que resolver la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo para
todos los posibles valores de E. Segtin veremos, es posible que F no pueda tomar cualquier
valor, dependiendo de las condiciones de contorno que haya que imponer a la funcién de
onda. El conjunto de todos los posibles valores de E se denomina el espectro de energias (o
bien, el espetro de valores propios o autovalores del Hamiltoniano). Este espectro puede ser
continuo o discreto, o bien parte del espectro puede ser continuo y parte discreto. Para un
valor particular de E podemos notar por ¢ () a la solucién de la ecuacién de Schrodinger
independiente del tiempo. La solucién general de la ecuacién de Schrédinger serd una
superposicién lineal de todos los de estados estacionarios (esto es una consecuencia directa
del principio de superposicién lineal, ya que la suma de dos posibles funciones de onda serd
también una posible funcién de onda). Si el espectro de energias es discreto la solucién
mas general serd de la forma:
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donde fg son los coeficientes del desarrollo para cada valor de E. Podemos comprobar que
esta funcién es efectivamente una solucién de la ecuacién de Schrodinger:
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por lo tanto, la funcién anterior verifica la ecuacién de Schrodinger. Por otro lado, en el
caso en que el espectro sea continuo, la solucién mé&s general serd de la forma

b(it) = / 0E f(E) pp(fe "

donde f(FE) es una funcién arbitraria de E. Normalmente el problema que nos interesa no
es conocer cudl es la solucién arbitraria de la ecuaciéon de Schrodinger sino poder calcular
la evolucion temporal de la funcién de onda si conocemos la funcién de onda en el instante
inicial. Esto es similar a lo que hacemos en mecdnica clédsica. Si conocemos las condiciones
iniciales nos interesa conocer la evoluciéon temporal de la particula. Vamos a ver cémo
podemos resolver este problema en mecénica cudntica. Lo primero que vamos a hacer en el
siguiente apartado es analizar algunas propiedades importantes del operador Hamiltoniano
que nos servirdn para resolver este problema.



