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Las matematicas

José Diz Pérez
Universidad de Cordoba

Resumen

Hasta 1921 la historiografia matematica en Espafia no tenia
ningun registro de cientificos musulmanes medievales, entonces
Sanchez Pérez publico su obra en la que se citan casi 200 nombres, de
los que en la mayoria de los casos solo se incluye alguna traza de su
vida y su obra. Desde entonces, muchos han sido los estudios que han
situado a alguno de esos personajes en su justo nivel, aunque falta
mucho por hacer. En las lineas que siguen se presentan algunos de los
mas destacados matematicos andalusies, su obra y su vida, los
antecedentes cientificos y sociales que les influyeron y la
trascendencia que posteriormente llegaron a tener sus trabajos.

Palabras clave
Algebra, Almagesto, proporcion, proyeccion, qibla, tablas Sindhind,
trigonometria esférica.

Summary

Until 1921 the mathematical historiography in Spain had no
record of medieval Muslim scientists, then Sanchez Pérez published
his work in which almost 200 names are cited, of which in most cases
only a trace of his life and work is included. Since then, there have
been many studies that have placed some of those people at their
level, although there is still a lot to do. The following lines present
some of the most outstanding Andalusian mathematicians, their work
and their lives, the scientific and social background that influenced
them and the importance that their work subsequently had.

Keywords
Algebra, Almagesto, proportion, projection, qibla, tables Sindhind,
spherical trigonometry.
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José DIZ PEREZ

1. Antecedentes y marco historico

La cultura isldmica comienza en la peninsula ardbiga donde, a
partir de la Hégira en el 622, se crea un imperio que en poco mas de
100 afios dominard desde los Pirineos hasta la India y desde el
Caucaso hasta el Sahara. Ademas de textos cldsicos como el de Varela
y Llaneza (1989) o el de Cahen (1986) en los que se profundiza en los
origenes y el desarrollo del imperio 4rabe, existe un magnifico texto
divulgativo de Pizarro Alcaide y Baena Recio (2012) que, ademas de
incluir un resumen muy claro de estos aspectos, constituye un
estupendo ejemplo de coordinacion para la docencia de matematicas e
historia en la educacién secundaria. A lo largo de esta introduccion
seguiré estos textos.

La poblacion originaria de la peninsula aradbiga estaba constituida
por un grupo de tribus, muchas de ellas nomadas, que se dedicaban,
ente otros menesteres, al pastoreo y al comercio. En esa época Yatrib
(Medina) es un importante centro econémico y comercial, que se
convierte en capital politica desde la época de Mahoma, aunque la
capital espiritual se establece en La Meca.

En el afo 661, los califas de la dinastia Omeya trasladaron la capital
a Damasco y abrieron una importante via de culturizacion en la que no
faltaron influencias griegas e indias. Durante su reinado se produce una
gran expansion del imperio. En el afo 750, una revuelta encabezada
por Abu al-'Abbas derrot6 al ultimo califa Omeya e instaurd una nueva
dinastia. Los miembros de toda la familia Omeya fueron asesinados,
excepto el joven Abd-al-Rahman, que huyd y se refugio en la
Peninsula Ibérica. A partir del ano 762, al-Mansur, el segundo califa
Abbasida traslado la capital a Bagdad, aqui los califas pusieron un gran
interés en la agricultura, se ocuparon de engrandecer la ciudad
construyendo gran cantidad de edificios e infraestructuras y atrajeron la
ciencia y los cientificos, a los que les ofrecian instalaciones, como la
Biblioteca fundada por Harum al-Raschid (conocido por ser el
protagonista de las mil y una noches), a la que se ocup6 de incorporar
tantos textos como pudo; se conocen embajadas de Harum con el
encargo de traer libros a la biblioteca. El califa al-Mamun (rein6 entre
813-833), hijo de Harum (aunque sucedio6 en el trono a su hermano al-
Amin), amplié las instalaciones de la Biblioteca, dando origen a la
denominada Casa de la Sabiduria, a imagen de la Biblioteca de
Alejandria. A partir de esta época se produce en Bagdad un gran
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interés por la cultura y proliferaron las bibliotecas, a las que acudian
interesados gran cantidad de cientificos de todo el imperio.

En la Casa de la Sabiduria se reuniria una pléyade de cientificos y
traductores que impulso6 la ciencia arabe y posibilitd que muchos de
los textos clasicos, especialmente griegos, hindlies y persas fuesen
conocidos en el mundo musulman y, posteriormente, en el Occidente
cristiano (Moreno Castillo, 1998, 2010a). Algunos de los cientificos
mas famosos en esta época trabajaron aqui hasta que los Mongoles la
destruyeron durante la toma de Bagdad en 1258. No obstante, Nasir
al-Din al-Tusi, importante astronomo, filésofo, matematico, médico y
tedlogo persa rescatd cerca de 400.000 manuscritos y los llevd a
Maragheh -también citado como Maraga-, al norte de Iran, donde
Hulagu Khan construyé un observatorio para albergar a al-Tusi y los
manuscritos. Este observatorio, de grandes dimensiones, estuvo en
funcionamiento al menos cincuenta afios. Con las observaciones
obtenidas en ¢l, al-Tusi construyé un modelo de movimiento de la
luna que super6 al determinado con los célculos ptolemadicos. Se ha
podido comprobar que elementos de al-Tusi estdn presentes en el De
Revolutionibus de Copérnico (Samso, 2003).

Mas tarde, en 1420 Ulugh Beg, gobernador de Samarcanda,
construy6 un observatorio en la ciudad, a semejanza del de Maragheh,
con un sextante de tres pisos de altura, quizas el mas grande de la
antigiiedad. En este observatorio trabajo al-Kashi, el altimo gran
matematico musulman del Medievo. A su muerte en 1436 la
matematica arabe decayo.

Entre los matematicos que trabajaron en la Casa de la Sabiduria
destacan:

Al-Jwarizmi (en torno a 750-830). Es el primer gran matematico
musulman que alcanzé fama. De toda su obra se han conservado cinco
libros (Moreno Castillo, 2009):

¢ Un tratado sobre aritmética que incluye la utilizacion del sistema

de numeracion hindu.

¢ Otro donde se inicia el algebra (al Mujtasar fi hisab al-jabr wa-I1-

mugabala): aqui se introducen métodos algebraicos para resolver
ecuaciones aplicando la trasposicion de términos (al-jabr,
restituir los huesos rotos o dislocados a su lugar original, de la
que se deriva la palabra algebra) y la reduccion de términos
semejantes (muqabala).

e Unas tablas astrondmicas, adaptando otras de tradicion india

denominadas Sindhind. De esta obra de al-Jwarizmi solamente se
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ha encontrado una traduccion de una adaptacion para el meridiano
de Cordoba realizada por Maslama el Madrilefio en el siglo X.

¢ Un tratado sobre el calendario judio en el que demuestra un gran
conocimiento de la Biblia y respeto por los seguidores de esta
religion.

e Un tratado sobre geografia, influido por la Geografia de

Ptolomeo.

Los hermanos Banu Musa (siglo IX), que dirigieron una serie de
observaciones astronomicas que fueron recopiladas en las llamadas
tablas Mamunies. En matematicas escribieron textos sobre superficies
esféricas, en geometria describen el trazado de la elipse del jardinero,
también abordaron el problema de la triseccion del angulo.

Thabit ibn Qurra (826-901), autor de una generalizacion del
teorema de Pitdgoras y, entre otras cosas, del estudio de los
denominados nimeros amigos.

Entre otros matematicos musulmanes de la edad media se pueden
citar:

Al-Battani (850-929): Divulga la aritmética hindu y el uso del cero.
Su principal aporte esta en la trigonometria, se inclind por el uso del
seno en lugar de la cuerda. Demostro el teorema del seno y que la
tangente es el cociente entre el seno y el coseno.

Abu’l Wafa (940-998). Defini6 todas las funciones trigonométricas
y determind las relaciones entre ellas.

Al-Haytham (Alhazen) (965-1039): Es el primer gran cientifico que
defiende el Empirismo como fuente de conocimiento. Destaco por sus
estudios en Optica, tanto desde el punto de vista de la propagacion de
la luz como de la vision. Interesado en problemas de tipo geométrico,
dio nombre a un célebre problema sobre la reflexion en un espejo
curvo.

Al-Biruni (973-1048): Reputado como el matematico mas
importante de la edad media islamica (Sams6, 2003), investigd sobre
la suma de series y sobre métodos de resolucion de ecuaciones
algebraicas. También se interes6 en la triseccion del &dngulo o en
calculos relativos al calendario.

Omar Jayyan (1048-1131): Resolviéo graficamente ecuaciones de
tercer grado mediante secciones conicas. Descubrid la expresion para
el desarrollo de la potencia de un binomio. Dirigié6 un observatorio
astronémico en Ismahan, donde, gracias a sus observaciones pudo
determinar la duracion del afio con mayor precision que la que se dio
en la reforma gregoriana del calendario.
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Nasir al-Din al-Tusi (1201-1274): Conocido como una de las
personas mas sabias de su época. Entre su obra publico6 un Tratado
sobre los cuadrilateros y profundizé en el estudio de trigonometria
esférica, siendo uno de los primeros en analizar los casos de
resolucion de tridngulos esféricos rectangulos. Fue el primer director
del observatorio de Maragheh. Es uno de los mas importantes
astronomos musulmanes, elaboré las Tablas Iljanies que proporcionan
datos muy precisos sobre el movimiento de los planetas.

Al-Kashi (1380-1429): apoy6 el uso de fracciones decimales en
lugar de las sexagesimales. Calculd la longitud de la circunferencia
goniométrica, es decir, el doble del nimero 7 con 16 cifras decimales.
Fue el ultimo astronomo y matematico arabe de entidad. Dirigi6 el
observatorio de Samarcanda.

1.1. Caracteristicas de la matematica arabe

Segun algunos autores, como Martos (2001), la matematica
musulmana surge como respuesta a una serie de cuestiones que les son
vitales para:

a) La religion: determinacion de la hora de oracion, comienzo del
mes lunar, orientacion de la quibla, el lugar hacia el que dirigir
sus oraciones, ha fomentado el desarrollo de la geometria y
trigonometria esférica.

b) El comercio: podria haber influido en la introduccion del sistema
de numeracién decimal, de origen indio; el desarrollo de la
aritmética: operaciones con fracciones decimales y, sobre todo,
sexagesimales, algoritmos de calculo de raices cuadradas o
calculo aproximado de las mismas; el auge del algebra: resolucion
de ecuaciones de segundo grado o superior y sistemas de
ecuaciones.

c) La agrimensura, lo que puede ser el origen del gran desarrollo de
la trigonometria plana llevado a cabo por los matematicos de esta
época.

d) La adjudicacion de herencias: Las complicadas leyes hereditarias
coranicas provocaron la aparicion de expertos en estas cuestiones
y, probablemente, influyeron también en el interés por los
problemas de repartos, que son abordados por los matematicos
recurriendo al algebra, mediante la resolucion de ecuaciones o
sistemas de ecuaciones lineales o diofanticas.

Asi pues, la matematica arabe posee varias caracteristicas, Martos
en la obra citada, las enumera:

63
DIZ PEREZ, José. Las matematicas. 59-92.



José DIZ PEREZ

Tiene una clara influencia de las matematicas que se habian
desarrollado en la India y en la Grecia clésica.

Hereda el rigor en las demostraciones y en el método, pero
carecen del caracter especulativo de los griegos.

Es una matematica “aplicada” y estd muy relacionada con otras
disciplinas, como la astronomia o la Optica. La geometria
experimenta un gran impulso durante esta época.

El caracter enciclopédico de los matematicos de la época:
frecuentemente eran también musicos, poetas, filosofos o
médicos y desarrollan investigaciones también en astronomia u
Optica.

Muchas de las obras producidas muestran un claro interés
didactico, con abundancia de ejemplos y aplicaciones.

En realidad, habria que decir que, en esos afios, la division de las
ciencias no era en absoluto tan nitida como la hacemos ahora. Sanchez
Pérez (1921) se hace eco del siguiente esquema, que representa la
organizacion de la Filosofia especulativa segiin Avicena:

especulativa

[ su perior (Teoldgica)

Aritmética
Geometria
Astronomia
Musica

Puras .

W M

1 Calculo indio, sexagesimal y

Media (Matematicas) — algebra

2 Medidas de superficies,
Mecanica, Construccion de

Aplicadas — instrumentos e Hidraulica

3 Formacion de tablas
astronomicas y geograficas

4 Fabricacion de instrumentos

— - musicales, drganos, etc.

Filosofia

Fisica

Quimica

Historia natural
Astronomia fisica
Geografia, etc.

Puras

- Medicina

Astrologia

Mecanica

Fisiognomia
Interpretacion de suefios
Talismanes

Encantos

L Alquimia

infima (Fisicas)

Aplicadas —
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Como se ve, la matematica de esta época, segin sus propios
coetaneos, incluia un grupo de disciplinas como la musica, la
astronomia o la fabricacion de diversos instrumentos musicales o
mecanicos; pero no era infrecuente que los “matematicos” se ocupasen
también de otros ambitos, como la medicina, la geografia o la
astrologia.

2. La matematica y matematicos de al-Andalus

2.1 Introduccién

La principal caracteristica de la obra matematica conocida
elaborada en al-Andalus es su orientacion a la astronomia y la
dificultad de encontrar obras completas de la mayoria de los autores.
No se han conservado muchos documentos, aparte de tablas
astronomicas, memorias de instrumentos de medida e instrucciones
para su construccion y uso.

Tampoco se tiene mucha informacion sobre la vida de los propios
matematicos. La historiografia de la ciencia drabe medieval nace en
Espana a principios del siglo pasado, aunque los primeros
investigadores se interesaron mas por otros ambitos, como la
literatura, la arquitectura, la historia o el arte, pero no se prest6 mucho
interés a la matematica.

Ante esta situacion, la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas
y Naturales convocd en 1917 un concurso sobre biografias de
matematicos espafoles anteriores al siglo XVIII. El ganador fue José
Augusto Sanchez Pérez, con su obra titulada Biografias de
matematicos arabes que florecieron en Espafia, que fue finalmente
publicada en 1921. De ella existe una edicion facsimil publicada por la
Fundacion El legado andalusi en 1995. Al principio de su obra,
delante del Prélogo sitta el siguiente Lema:

“Vinieron los arabes y, renovando lo que ignoraba la Europa
gotica, resucitaron el gusto a las Matematicas”.

Del Pasatiempo de D. Juan Pablo Forner, Madrid, Imprenta Real,
1787, pagina 41.

El libro desarrolla las biografias de 191 matemaéticos, de los que en
muchos casos solamente indica orientaciones sobre su obra y su
especialidad, su lugar de nacimiento y muerte y el lugar donde trabajo.

Con todo, a lo largo del siglo XX y XXI, se ha desarrollado una
importante labor de investigacion en torno a la matematica medieval
andalusi y a sus personajes en nuestro pais. Actualmente en Espafia
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hay dos polos que concentran los estudios en este sentido. Por un lado,
la Universidad de Barcelona, en la que surge en torno al profesor J. M.
Millas una linea que se mantiene hasta hoy, cuyas principales figuras
son, ademas del citado, los profesores Juan Vernet y Julio Samso, que
han trabajado sobre la historia de la ciencia medieval, con especial
dedicacion hacia la astronomia. Su estilo es académico y los libros de
estos tres autores son monografias verdaderamente imprescindibles,
con una excelente documentacion. El otro polo se encuentra en
Madrid, en torno al profesor Juan Martos, que ha publicado diversos
articulos sobre el estado actual de las investigaciones sobre la
matematica andalusi, con una lista muy completa de referencias.
Relacionado con ¢l, pues le prologa alguna de sus obras, podemos
citar a Ricardo Moreno Castillo, matematico, doctor en filosofia,
profesor de Matematicas de Instituto y en la Universidad complutense
de Madrid y gran divulgador de las matematicas arabes y andalusies,
tiene obras sobre al-Jwarizmi, sobre al-Khayyam, y sobre Ibn al-Samh
y varios articulos en revistas cientificas.

Ademas, hay multitud de autores internacionales, ligados a varias
Universidades que han trabajado sobre matematicos andalusies o
relacionados con ellos, cabe citar aqui al matrimonio Kennedy, que
trabajé en Beirut, el profesor King, de la Universidad de Frankfurt,
prolifico autor de interesantisimos articulos, alguno de los cuales se
citan a lo largo de este trabajo, asi como los del profesor Jan
Hogendijk, de la Universidad de Utrecht, en especial los relacionados
con al Mu’taman, matemdtico y rey de Zaragoza. Finalmente, el
profesor Djebbar, que ha trabajado en las Universidades Paris Sur y
Lille ha publicado diversos articulos y capitulos de libros sobre
matematicos andalusies y su influencia en el Magreb, y ha descubierto
en Marrakesh y en Cairouan obras que han permitido conocer y
valorar a varios de ellos.

2.2 Las matematicas de al-Andalus hasta la llegada de los Omeyas

Tal como se ha indicado, para autores como Sanchez Pérez (1921,
1995), la cultura en al-Andalus era un yermo hasta la llegada de los
Omeyas, sin embargo, Samso (1992), aun coincidiendo
sustancialmente con ¢él, indica que es muy probable que existiera un
sustrato de cultura mozérabe, muy vinculada a la iglesia, cuya figura
suprema es Isidoro de Sevilla y sus Etimologias. Esta corriente cultural
se habria mantenido entre ciertos estratos sociales y quedaria reflejada
en obras como El libro de las Cruzes, texto alfonsi que recoge una
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tradicion drabe y mozéarabe antigua que es basicamente un calendario
de efemérides para las previsiones de tipo agricola. Todo este substrato
se iria confundiendo con la cultura de los invasores, que, por otro lado,
no cabe esperar que fuese muy superior, ya que el grueso de las tropas
eran bereberes y solamente algunos de los comandantes serian arabes,
puede que alguno de ellos ni siquiera fuera arabe nativo, sino
emigrantes de segunda o tercera generacion (Vernet, 1975, 1986).

2.3 Fundamentacién de la cultura cientifica andalusi

Por todo ello, y salvo las excepciones de algunos astr6logos mas o
menos cientificos, como el propio conquistador Musa, no se puede decir
que la cultura floreciese en al-Andalus hasta que se instaur6 la dinastia
Omeya en el 756 y aun asi, salvo para el caso de Abd al-Rahman I,
interesado en la cultura cientifica, que hizo construir el palacio de la
Russafa a imagen del que habia en Damasco, donde se aclimataron
diversas especies vegetales orientales, tales como la palmera y algunas
variedades de granado y de higuera, no se conocen matematicos de
relevancia hasta la proclamacion del califato (Vernet, 1986).

Fue bajo el reinado de Abd al-Rahman II y sus sucesores cuando se
inicia un interés por la cultura cientifica con influencia oriental, asi, se
cita (Samso, 1992) a al-Harrani, médico de Abd al-Rahman II,
procedente de Bagdad, y a sus nietos Ahmad y Umar b. Yunus, que
estudiaron con Thabit Ibn Qurra, como posible via de entrada en al-
Andalus de las primeras obras de éste y otros mateméticos orientales.
Este interés se vio abonado por el del emir hacia la astrologia,
disciplina denigrada por el islam ortodoxo, pero a la que es muy
aficionada especialmente las capas mas altas de la sociedad. Parece
que esta tendencia fue apoyada por una serie de fendmenos, tales
como un eclipse de sol en 833, la vision de un cometa (quizés el
Halley) en 837 o una caida masiva de estrellas fugaces que se produjo
en 839. Todo ello se asocid con presagios mas 0 menos venturosos y
provoco el interés por la astrologia y la astronomia. Durante el reinado
de Abd al-Rahman II se tiene ya conocimiento de las tablas del
Sindhind, probablemente la version de al-Jwarizmi, seguramente
traidas por los cientificos orientales llamados por el emir.

El astrbnomo mas influyente durante el reinado de Abd al-Rahman II
fue Abbas Ibn Firnds, que es citado como el primer cientifico andaluz.
Fue musico, alquimista, aficionado a la magia blanca, astronomo y
matematico, construyd la primera esfera armilar de la que se tenga
noticia en al-Andalus e hizo construir una reproducciéon de la boveda
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celeste en una habitacién de su vivienda. Introdujo la produccion de
vidrio en el Califato y fue promotor de una escuela de mecénica en la
que se fabricaron autdématas, incluso se dice (Martos, 2001), que fue
constructor de una clepsidra con la que se podia saber la hora aunque no
se pudiese observar el cielo, para el hijo y sucesor de Abd al-Rahman
II, Muhammad I. Martos (2001) le atribuye a ¢1 y a Abbas Ibn Naesih la
introduccion en al- Andalus de las tablas Sindhind.

Bajo el largo reinado de Abd al-Rahman III (912-961) se sentaron
las bases que permitieron el florecimiento de la cultura cientifica. Se
cre6 una Biblioteca, cuyos fondos no dejaron de aumentar, llegando al
culmen bajo el reinado de al-Hakam II (961-976), cuando se dice que
la biblioteca contenia mas de 400.000 volimenes; solamente el
catalogo ocupaba 44 volimenes (Martos, 2001). Muchos de los
fondos fueron traidos por orden expresa de los califas, para lo que
enviaban embajadores a Oriente. Pero esta situacion no es un hecho
aislado, durante la segunda mitad del siglo X florecen las bibliotecas
privadas en la ciudad de Coérdoba, en torno a su mezquita aljama se
crea un centro de difusion cultural en el que se discute, se ensefa y se
aprende medicina, matematicas y astronomia. Lamentablemente, todo
esto cambiaria bajo el gobierno de Almanzor, quien mand6 destruir la
mayoria de los textos de contenido astrondmico de la biblioteca de al-
Hakam, que quedaria completamente destruida en 1013, tras el saqueo
de la ciudad por los bereberes.

3. Maslama de Madrid y su escuela

Durante el reinado de Alhakam II y su sucesor Hisham II, surge la
mayor figura de la matematica en el siglo X (Vernet y Catala, 1965),
fue Abli-1-Qasim Maslama ibn Ahmad al-Faradi al-Hasib al-Qurtubi
al-Mayriti, conocido como Maslama al-Mayriti o el Madrilefio, fue
matematico, astronomo y astrologo. Aunque no se conoce apenas nada
de su vida y poco de su obra, se sabe que naci6 en Madrid a mediados
del siglo X, pero se trasladé a Cordoba, en donde fue discipulo del
famoso gedmetra Abd al Gafir b. Muhammad, Sa‘“id al-Andalusi
(2000, pag 144), y del matematico y astronomo Abu Bakr b. Abi Isa —
de quienes hoy se conoce poco mas que sus nombres-, al tiempo que
sostenia relacion con el nucleo de cientificos cordobeses introductores
de la ciencia helenistica en al-Andalus. Murié en Cordoba en el afio
1007, después de haber predicho el fin del califato (que ocurrird en
1009) y la fitna que le seguira.
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La mayor parte del conocimiento que tenemos de la vida y obra de
¢éste y otros muchos cientificos andalusies aparece en el Kitab tabagat
al-umam o Libro de las categorias de las naciones, del cadi Sa“id de
Toledo, también conocido como Sa‘id al-Andalusi, que es una
auténtica enciclopedia de la ciencia y sus autores en al-Andalus hasta
el siglo XII. El titulo de la obra hace referencia a una clasificacion que
hace el autor de las naciones de su época, las divide en dos categorias,
la primera, en la que estan aquellas naciones que cultivan la ciencia; y
la segunda categoria, formada por las naciones que no la cultivan, de
esta categoria dice que “se parecen mas a los animales que a los
hombres” (pag 60). Cito la obra como Sa‘id al-Andalusi (2000) ya que
este afio la editorial Trotta ha publicado la traduccion, realizada por
Eloisa Llavero, con introduccion y notas de Andrés Martinez.

De la fama de Maslama se hace eco el poligrafo andalusi Ibn
Hazm, quien, hacia 1038, en su Epistola Apologética de al-Andalus
indica: “...he oido decir a un sabio de cuya inteligencia y buena fe me
fio y al que se le considera muy competente en esta materia que, en
cuanto a Tablas astronomicas no hay iguales a las de Maslama e Ibn al
Samh y ambos autores son nuestros compatriotas”, citado por Vernet
y Catala (1965).

De Maslama se sabe (Samso6, 1995, Escribano, 2000), que escribio,
junto con dos de sus discipulos, el citado Ibn al-Samh y al-Zahrawi,
un libro sobre aritmética comercial, disciplina denominada al-
Mu‘amalat. La obra no se ha conservado, pero existe una prueba del
género en un texto en latin, aunque el original fuese probablemente
arabe segun Sesiano (2014). El texto data del siglo XII y su autor es
Juan de Sevilla, un conocido traductor. Su titulo es Liber Mahameleth
y consta de:

a) Una parte tedrica, con teoria de proporciones y operaciones
aritméticas, incluso calculo aproximado de raices cuadradas,
también métodos de resolucién de ecuaciones de segundo grado
y de sistemas de ecuaciones. Resume todo lo conocido de
Euclides, Arquimedes, Nicoémaco, al-Jwarizmi y Abu Kamil.

b) Una coleccion de problemas sobre temas de compra y venta de
mercancias, contratacion de obreros, repartos, alimentacion de
ganado y cambio de monedas.

Existe una completa compilacion con el texto latino y su traduccion
al inglés realizada por Sesiano (2014), con indicaciones de los lugares
en donde se aplicaban los distintos procedimientos descritos dentro de
al-Andalus en el siglo XIL Incluye la traduccion de los problemas
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propuestos con indicaciones sobre su resolucion, también segun el
algebra actual, para que resulte mas sencillo al lector.

Aunque no se puede saber si el Liber es la traduccion de la obra de
Maslama o no, da idea del dlgebra que se usaba en esta época.

Maslama también fue autor de una adaptacion de las tablas
Sindhind de al-Jwarizmi, tanto que a partir de él se les suele
denominar Zij (tablas) de al-Jwarizmi-Maslama. En realidad, las
tablas originales de al-Jwarizmi se han perdido, asi como las
adaptadas por Maslama, aunque se han conservado recensiones
realizadas por alumnos suyos, de las que se han realizado traducciones
latinas. Samso (1995) lo resume en el cuadro siguiente:

Sindhind de al-Jwarizmi
e Recensidon mayor (con demostraciones): perdida
0 Comentario de Ibn al-Mutanna
@ Version latina de Hugo de Santalla
o Dos versiones hebreas, una de Abraham
ben Ezra
e Recensidon menor (sin demostraciones): perdida
O Version latina de Hermann de Carinthia (1140):
perdida
O Adaptacion de Maslama e Ibn al-Saffar: perdida
a  Recension de Ibn al-Saffar
a  Recension de Ibn al-Samh
@ Versiones latinas:
v Adelardo de Bath (1116-1142)
v Pedro Alfonso (S. XI-XII)

La adaptacion de Maslama incluye materiales originales, mejor6 la
precision de las de al-Jwarizmi y referencié algunas de ellas a las
coordenadas de Coérdoba. A pesar de todo, las tablas originales eran
preptolemaicas y contienen errores por no tener en cuenta las
excentricidades, algo que si tienen en cuenta las tablas mamunies y las
de al-Battani.

No obstante, no se puede afirmar que Maslama ignorara las teorias
ptoloméicas, pues parece que manejé el Almagesto, se especula que
fuese una versién en griego o en arabe. El propio cadi Sa‘id al-
Andalusi (2000), pag 146, indica que se esforzo en entenderlo y que
escribi6 un libro (perdido) en el que resume los movimientos de los
planetas segun las tablas de al-Battani. Maslama conocid la obra de
Thabit Ibn-Qurra, que fue traductor de la obra de Menelao y
Ptolomeo, de hecho, Maslama, en sus obras manifiesta que ha
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utilizado como tnica herramienta de calculo, el Teorema de Menelao,
aunque para esta época, en Oriente ya se conoce el Teorema del seno
para trigonometria esférica.

También conocidé el Planisferio de Ptolomeo, al que anadié
comentarios que facilitaron la fabricacion y uso de astrolabios. El
Planisferio es un tratado sobre proyeccion estereografica de una esfera
sobre un plano. Aunque no parece que el propio Maslama escribiese
sobre el astrolabio, a partir de sus comentarios al planisferio, surge en
al-Andalus gran interés por este instrumento, ya que permite resolver
de manera sencilla problemas de astronomia como el movimiento del
sol y de las estrellas fijas. Estos comentarios introducen una serie de
innovaciones al Planisferio de Ptolomeo (Vernet y Catala, 1965):

Tres nuevos procedimientos para dividir la ecliptica del astrolabio.

Tres nuevos procedimientos para dividir la proyeccion del
horizonte, basados en los de la ecliptica.

Tres nuevos procedimientos para proyectar las estrellas fijas en el
astrolabio, utilizando coordenadas eclipticas, ecuatoriales y horizontales.

En la segunda parte de la obra utiliza el teorema de Menelao para
resolver tridngulos esféricos rectangulos.

Aunque la aportacion algebraica de la escuela de Maslama no es
conocida, pues la mayor parte de la obra esta perdida, Djebbar (1988)
ha encontrado huellas de ello en diversos materiales que ha
descubierto en el Magreb.

La importancia de Maslama estriba no solamente en su aportacion,
sino en la de sus discipulos. Maslama organizé en torno a si una
escuela de diversos autores que extendieron la labor del maestro e
hicieron importantes aportaciones propias. Varios de ellos, a su vez,
crearon otras escuelas (Sams6, 1995), resumiendo la informaciéon que
proporciona el cadi Sa‘id al-Andalusi, los agrupa en el siguiente
cuadro:

Ibn al-Jayyat Ibn Sahr

Ibn al-Samh Al-Wasiti Ibn al-Layt
Maslama | Ibn al-Saffar = | Ibn Bargut = | Al-Saraqusti

Zahrawi Ibn al-Attar Ibn al-Yallab

Ibn-Jaldun Al-Qurasi Ibn Hayy

Kirmani

Sin embargo, de todos ellos, solamente queda alguna obra de Ibn al-
Samh y de Ibn al-Saffar, ademéas de un poema didactico de Ibn al-
Jayyat, que fue astrologo en las cortes de Cordoba, Zaragoza y Toledo.
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Tanto Ibn al-Samh como Ibn al-Saffar son autores de sendos tratados
sobre el astrolabio, el del segundo de ellos es una obra breve, de caracter
eminentemente practico sobre el uso del instrumento. Quizas por ese
motivo, la obra tuvo gran popularidad, tanto en el mundo arabe como en
el latino. Ibn al-Saffar (Cordoba - Denia 1035) se interes6 ademads en la
construccion de relojes solares, a ¢l se le atribuye, pues figura su nombre
como el del autor, el encontrado cerca de Medina Azahara.

La obra de Ibn al-Samh (Cérdoba o Granada hacia 980, Granada
1035) es mucho mas extensa, se sabe que es autor de al menos once
libros (Moreno, 2006) , entre los que se incluyen un comentario a la
obra de Euclides, una historia de la fisica, unas tablas astronomicas
que siguen el Sindhind, dos libros divulgativos sobre el calculo, el
Libro de geometria mayor, el Libro de los planetarios, que fue
traducido por orden de Alfonso X bajo el titulo Libro de los
instrumentos de las laminas de los siete planetas y dos tratados sobre
el astrolabio, uno breve sobre la construccion del instrumento y el
otro, mucho mas extenso (129-130 capitulos), es el tratado mas
completo sobre el instrumento escrito en al-Andalus. Contiene
algunos capitulos en los que se puede apreciar la influencia de la
astronomia que se venia haciendo en Oriente y justificaria el interés de
la escuela de Maslama en las tablas de al-Battani. Este texto es el
fundamento del libro alfonsi sobre el astrolabio esférico. Sa‘id al-
Andalusi indica que también es autor de un tratado sobre conicas, que
Bouzari (2009) identifica con un texto de autor hebreo encontrado en
1996 en el que se trata tanto de secciones de conos como de cilindros.
En cuanto a cilindros los considera tanto rectos como oblicuos y de
base circular o eliptica. Por cierto, define la elipse como la curva que
se puede trazar moviendo el vértice superior de un tridngulo cuya base
es fija y tal que la suma de sus otros dos lados sea constante, de modo
similar a como lo hicieran los hermanos Banu Musa.

Existe un documento en la biblioteca el Escorial cuyo autor es
desconocido, se trata de Risala kafiya fi’ilm al-hisab, Compendio del
arte del Célculo, pero hay varios investigadores que lo atribuyen a Ibn
al-Samh. El libro estd dividido en diez capitulos y con un estilo que
recuerda al de al-Jwarizmi por lo retérico, aborda cuestiones de
calculo aritmético: los nimeros y las fracciones, asi como operaciones
con ellos, pruebas de la multiplicacion y de la divisién. Proporciones y
aplicaciones a problemas de repartos y transacciones. Dedica un
capitulo a nimeros en progresion aritmética y otro a la resolucion de
problemas mediante el método de los dos errores (doble posicion). La
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obra ha sido publicada en version original traducida y comentada por
Moreno Castillo (2010 b) en la coleccion epistéme de la editorial
Nivola y nos detendremos en ella para ver alguno de los
procedimientos matematicos mas populares en la antigiiedad.

El método de la falsa posicién (regula falsi), tanto simple como
doble, ha sido uno de los procedimientos aritméticos mas utilizados
desde la antigiiedad para la resolucion de ecuaciones. Ya se usaba en
tiempos de los egipcios, como lo atestigua el papiro de Rhind en 1650
AC (aproximadamente) y se ha venido usando hasta el siglo XVIII,
atn hoy es fundamento de algunos algoritmos iterativos en célculo
numerico.

El capitulo décimo del Compendio del arte del Célculo describe los
pasos que hay que dar para llegar a la solucion por el método de los
dos errores (doble falsa posicion):

“coges (para la incognita) un numero cualquiera; lo llamas la primera
cantidad y haces con ¢l lo que orden6 el interlocutor, si resulta el nimero
buscado, entonces ya tienes la solucion. Si no sale, coges la diferencia entre
el total del resultado y el resultado que tiene el interlocutor, y lo llamas el
primer error. Después coges otro numero cualquiera, lo llamas la segunda
cantidad y haces con ¢l lo que ordeno el interlocutor, y si resulta el nimero
buscado, entonces ya tienes la solucion, y si no sale, coges la diferencia
entre el total del resultado y el resultado que tiene el interlocutor, y lo llamas
segundo error. Después multiplicas la primera cantidad por el segundo error
y la segunda cantidad por el primer error. Después, si son los dos errores por
exceso o por defecto, restas el menor de los resultados de multiplicar las dos
cantidades por los dos errores del mayor, divides lo que sale entre la
diferencia entre los dos errores, y lo que sale es el nimero buscado. Y si uno

de los errores lo es por exceso y el otro por defecto, sumas los productos de
las cantidades por los errores y divides entre la suma de ambos errores”.

Veamos un ejemplo tomado también del Compendio del arte del
Célculo (Moreno Castillo, 2010 b, pags. 149-150):

“... Como cuando se dice: Un hombre muri6 y dejo tres hijos, y legd a un
hombre el mismo lote que a (cada) uno de ellos y a otro la décima parte de
lo que queda del capital después de quitar un lote. Entonces coges como
cantidad once y como lote uno (para que sea diez lo que queda al quitar un
lote), repartes y sobran seis, que es el primer error. Después coges como
cantidad doce y como lote dos, repartes y sobran tres, que es el segundo
error. Como ambos errores lo son por exceso, multiplicas la primera
cantidad (que es once) por el segundo error (que es tres), y sale treinta y
tres, multiplicas la segunda cantidad (que es doce) por el primer error (que
es seis), y sale setenta y dos, restas el menor del mayor, y sale treinta y
nueve, lo divides entre la diferencia de los dos errores, que es tres, y sale
trece, y ese es el capital, después multiplicas el primer lote (que es uno) por
el segundo error, el segundo lote (que es dos) por el primer error, restas el
mayor del menor, divides lo que sale entre la diferencia de los dos errores y
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sale tres, y ese es el lote. Y si quieres dices: hay un primer error, cuando
aumentamos uno disminuye a la mitad el error, y si aumentamos otro
desaparece el error, y asimismo dices con el lote y sale lo que
mencionamos, pero el primer camino es mas general.”

En realidad, este problema tendria dos incognitas y una sola
ecuacion, por lo que la solucion es indeterminada, se puede considerar
solucion cualquier multiplo o divisor de la solucion encontrada. Lo
que el autor determina no es el capital que se reparte, sino las partes
que hay que hacer de ¢l y el modo de repartirlas.

4. Matematicas en los reinos de taifas

A pesar del hundimiento definitivo del califato en 1031, las taifas
que surgieron después entablaron una especie de competencia por
emular la gloria cultural de la antigua capital y abundaron gobernantes
bajo cuyo mecenazgo florecieron bibliotecas, con fondos en parte
procedentes de la de al-Hakam II, y academias, dando abrigo a los
cientificos que huian de la guerra civil o atrayendo otros desde Africa
u Oriente. Muchos de los miembros de la escuela de Maslama
volvieron a su lugar de origen y otros buscaron lugares mas
hospitalarios, por ejemplo, Ibn al-Saffar se establecié en Denia e Ibn
al-Samh regreso a su Granada natal, donde abri6 una academia. Esto
sin duda produjo una difusioén de ideas que florecio6 a lo largo del siglo
XI en lo que se ha dado en llamar el “siglo de oro de la ciencia en al-
Andalus” (Samso, 1992), que abarcaria desde 1031 hasta la toma de
Toledo en 1085, aunque en realidad el “siglo” corresponda a poco mas
de cincuenta anos.

Las figuras mas importantes en este periodo son al-Mu’taman de
Zaragoza e Ibn-Mu’ad de Jaen, también alcanzaron renombre Ibn
Sayyid y su discipulo Ibn Bayya, mas conocido como filésofo con el
nombre de Avempace, aunque este tltimo habria que incluirlo en una
etapa posterior, ya que se fecha su nacimiento alrededor de 1080.

A partir de 1085 se produce una lenta decadencia de la ciencia,
provocada por la mayor tension de la reconquista cristiana, que
ocasion6 mayor inestabilidad y menos recursos en las taifas para
dedicar al mecenazgo. Esta tendencia no disminuy6 cuando se produjo
la invasion almoravide a partir de 1090, pues, aunque se vuelve a
unificar al-Andalus, el ambiente cultural cambié, debido sobre todo a
la mayor intransigencia religiosa de los nuevos gobernantes, que se
alejan, e incluso persiguen, de todo lo que pueda estar relacionado con
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la astrologia o la adivinacion. Tampoco estan bien vistos los no
islamicos, de manera que judios y cristianos son presionados para
abandonar su religion. Ademas, los centros de poder pasan a estar en
el Magreb y es a ciudades como Ceuta, Bujia, Tunez, Fez y, sobre
todo Marrakech hacia donde se dirigen algunos de los cientificos
andalusies de la época, o a otros ain mas lejanos, como El Cairo -
como sera el caso de Maimodnides- o el Oriente.

4.1. al-Mu’taman, rey de Zaragoza

Desde 1036 a 1146 rein6d en Zaragoza la dinastia de los Banu Hud
(hijos de Hud), de la que Abu Amir Yusuf Ibn Ahmad al-Mu’taman Ibn
Hud fue el tercer rey, entre 1081 y 1085. Aunque poco sabemos de su
vida fuera de algunos episodios cortesanos o bélicos (Vernet, 1986;
Samso, 1992). Tanto su vida como especialmente su obra cobr6 interés
cuando, casi de modo simultaneo, dos investigadores, A. Djebbar
(1984) y J. P. Hogendijk (1986) encontraron de modo independiente
documentos con parte de su obra, desde entonces ambos han colaborado
y son autores de varios articulos sobre la misma en su totalidad o
centrandose en ciertos capitulos (Djebbar, 1986, 1988, 1990, 1992;
Hogendijk, 1988, 1990, 1995). Finalmente, Djebbar (1997) encontrd
copias de un documento del siglo XIV en el que el autor, Ibn Sartaq,
redacta el contenido de la obra completa de al-Mu’taman, tras lo cual,
ambos investigadores se han hecho eco, por ejemplo, Djebbar (1999)
estudia la influencia de los Elementos de Euclides en el Istikmal de al-
Mu’taman, mientras que Hogendijk (2004) comenta la tabla de
contenidos que tendria el documento completo original. Bouzari (2009)
analiza su aportacion al analisis de las secciones conicas.

Sabemos que el padre de al-Mu’taman, el rey de Zargoza Ahmar al-
Mugtadir, fue un eminente cientifico que destac6 en astronomia,
filosofia y geometria, amante de la ciencia y de la cultura, que mando
construir el palacio de la Aljaferia de Zaragoza, organizd una
importante biblioteca a la que doté con muchos volumenes de la ciencia
griega. De la misma obra de al-Mu’taman se puede deducir que
probablemente tuviese ejemplares de Euclides (Elementos), Apolonio
(Conicas), Arquimedes (Sobre la esfera y el cilindro, Medida del
circulo), las Esféricas de Teodosio y de Menelao e incluso el Almagesto
de Ptolomeo, bien en version griega o traducciones al arabe, asi como
algunos de los textos de los eminentes matematicos arabes que habian
destacado en Oriente y al-Andalus. Al-Mu’taman se inclind desde muy
joven hacia la ciencia y parece que pronto destacd, pues ya el cadi Sa“id
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al-Andalusi lo cita entre los jovenes cientificos mas prometedores. Con
aquella biblioteca a su disposiciéon y su propio interés y capacidad,
adquiri6 un bagaje que se puede calificar de enciclopédico.

El trabajo cientifico de al-Mu’taman parece que se desarroll6 antes
de su llegada al trono, pues su principal obra estaba prevista para dos
volimenes, pero solamente escribidé uno. La etapa politica que le tocod
vivir fue de luchas permanentes con los reinos cristianos —no
olvidemos que Zaragoza era la frontera musulmana mas al norte en al-
Andalus- y con sus vecinos reyes andalusies como el de Lérida, que
era su propio hermano al-Mundir, o el de Valencia. Precisamente bajo
la bandera de al-Mugqtadir y de su hijo al-Mu’taman estuvo luchando
el Cid tanto contra las tropas musulmanas de Lérida o de Valencia
como contra las aragonesas.

La principal obra de al-Mu’taman es su Kitab al-Istikmal (Libro del
Perfeccionamiento), pero su contenido ha permanecido oculto hasta
hace pocos afios, cuando, como ya se ha indicado, Djebbar y
Hogendijk han encontrado, traducido y publicado tanto la parte
inicialmente descubierta, como los elementos faltantes encontrados en
1997 en el manuscrito de Ibn Sartaq, del que han aparecido dos copias
idénticas, una en Estambul y la otra en El Cairo (Djebbar, 1997).

En el Istikmal, su autor se propone hacer una recopilacion de toda
la matematica conocida hasta la fecha y la organiza de un modo
aristotélico en Géneros, Especies, Especies de Especies y asi
sucesivamente. Considera dos Géneros, el primero de los cuales se
refiere a los numeros y a la geometria pura y estd dividido en cinco
especies: el nimero (Especie 1), la geometria plana (Especies 2 y 3), y
estereometria (Especies 4 y 5), las Especies 2 y 4 se refieren a
elementos “sin combinacidon”, mientras que las 3 y 5 lo son “en
combinacién”. La teoria euclidea de proporciones y triangulos
semejantes son incluidos en la Especie 3, porque se trata de
combinaciones de elementos. Los poliedros los inscribe en la Especie
5 porque son figuras espaciales (estereometria) pero los considera
todos incluidos en esferas (en combinacion), al final del documento
dedica un capitulo a hacer algunos comentarios sobre los “niimeros
amigos”, cuya generacion habia estudiado Thabit Ibn Qurra en
Bagdad durante el siglo IX. Por lo que respecta al segundo Género, su
contenido estaria desarrollado en el segundo volumen de la obra, el
que nunca llegé a escribir, pero gracias a los manuscritos de Ibn
Sartaq se sabe que estaria compuesto por cinco especies (Djebbar,
1997): La ciencia de los graves y de los automatas; La ciencia de la
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musica; La ciencia de la optica; La ciencia de la estructura del
universo y La ciencia del analisis y sintesis.

El talento del al-Mu’taman queda reflejado en varias
demostraciones y teoremas originales, o que teniendo algin
antecedente, los simplifica muy notablemente, asi, por ejemplo, en su
Especie 3, que dedica a la geometria plana en combinacion, dedica la
Especie 1 de la Especie 3 a la teoria de las proporciones segun la idea
de Euclides; entre otras aplicaciones, demuestra de un modo original
la férmula de Herdn o cuatro procesos de resolucion del problema de
las dos medias proporcionales (Hogendijk, 1994):

Dados dos nimeros, a y b, determinar otros dos, x e y tales que:

a_x_Y
x y b

Hasta la fecha la resolucion consistia en buscar la interseccion de
dos pardbolas, o una parabola y una hipérbola, pero al-Mu’taman lo
resuelve también cortando una parabola con una circunferencia.

A continuacion, se introduce en la geometria proyectiva, y
demuestra la constancia de las razones cruzadas en una proyectividad.
Utiliza esta propiedad para demostrar el conocido Teorema de Ceva,
atribuido a Giovanni Ceva, un matematico italiano del siglo XVII, que
lo demostro seis siglos después usando un razonamiento completamente
distinto: el centro de gravedad y la ley de los momentos.

En la especie 5, que dedica a la estereometria, incluye una serie de
construcciones preliminares, algunas de las cuales habian sido
abordadas y resueltas por Ibn al-Haytham, un matematico que vivio
entre 965 y 1041 —director de una Casa de la Sabiduria que habia sido
creada también en El Cairo-, por tanto, unos cuarenta aios mas joven
que él. Efectivamente, en la Optica incluye el denominado “problema
de Alhazén”, consistente en trazar el rayo luminoso que va desde un
foco conocido hasta un punto (0jo) conocido, reflejandose en un
espejo esférico, para cuya solucion precisa resolver como pasos
intermedios las construcciones que aqui estamos comentando:

Sea A un punto dado sobre una circunferencia y sea BG un
didmetro dado de ella. Sea un segmento KE de longitud dada. Se
requiere construir una linea recta AHD que corte a la circunferencia en
un punto H y en la prolongacion del didmetro en otro punto D de tal
modo que HD =KE.

Sea A un punto dado sobre una circunferencia y sea BG un
didmetro dado de ella. Sea un segmento HZ de longitud dada. Se
requiere construir una linea recta AED que corte a la circunferencia en

77
DIZ PEREZ, José. Las matematicas. 59-92.



José DIZ PEREZ

un punto D y al BG didmetro en otro punto interior a la circunferencia
E de tal modo que ED = HZ.

Ambos problemas son en el fondo, el mismo, y algunos autores han
trabajado en este u otros de semejante tipo. Huygens lo resolvid
también en 1669, usando las herramientas mas poderosas a su alcance,
el dlgebra y la geometria analitica y tild6 la solucién de al-Haytham de
larga y tediosa. La solucion aportada por al-Mu’taman es geométrica y
se basa en el mismo principio que la de al-Haytham, pero mas general
y mucho mas breve; es la misma que también utiliz6 Huygens: la
interseccion de una hipérbola y una circunferencia. Hogendijk (1995)
se hace eco de una solucién encontrada en 1942 por Mustafd Nazif, un
estudiante egipcio, que se creyo original, pero resulta que sin saberlo
(porque el Istikmal se ha descubierto mas de 40 afios después), habia
llegado a la misma solucion que al-Mu’taman.

La gran extension de temas tratados, asi como su originalidad
hicieron que, a pesar de su “extrafia” organizacion, el Istikmal haya
gozado de una amplia difusion, especialmente en el Magreb y en
Oriente, y su autor, de reconocido prestigio. Maiménides lo utilizé en
su escuela de filosofia de El Cairo y al-Banna ¢ Ibn Mun‘im lo
llevaron hasta Marruecos, incluso se sabe que en el siglo XIV se
prepar6 una nueva edicion en Bagdad. De la acogida que tuvo el texto
da fe la afirmacion de Muhammad Ibn Ibrahim al-Afkani, para quien
si el Istikmal hubiese sido completado, habria hecho superflua el resto
de la literatura geométrica existente. Este viaje del texto de al
Mutaman muestra que, una vez que la ciencia en Occidente adquiri6
madurez, se propagé hacia Oriente, del mismo modo que en los siglos
IX y X ocurri6 en sentido contrario. Precisamente el autor del texto
hallado en 1997 sobre el Istikmal fue alumno de un hijo de Nasir al-
Din al-Tusi en Maragheh, lo que podria indicar que el texto viajo
hasta alli, donde era bien conocido.

4.2. El cadi Ibn Mu’ad al-Yayyani

Sobre Abu Abd Allah Muhammad Ibn Mu’ad al-Yayyani se tiene
noticias como un gran gedémetra. Seguin diversas biografias nacio en el
afio 989, de una familia cordobesa, vivié en Egipto entre 1012 y 1016,
tuvo formacion en leyes, gramatica arabe y célculo, fue cadi de Jaén y
de ahi su nisba al-Yayyani. Respecto de la fecha de su fallecimiento
hay cierta controversia, hay quien la cifra en 1050 y, sin embargo, su
ultima obra trata de la prediccion de un eclipse solar ocurrido en Jaén
en 1079, para entonces su edad seria de 90 afios, cosa extrafia para la
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época (Villuendas, 1979), pero hay también quien cifra su muerte en
1093 (Alcala, 2017), de manera que, si la fecha de nacimiento fuese
correcta, podria haber vivido mas de 100 afios.

Se sabe de su estancia en Egipto, donde podria haber recibido
clases de al-Haytham, y muy probablemente en Oriente, donde debio
recibir la vasta formacion que poseyd y la influencia de los
matematicos de Bagdad, como Ibn Qurra (836-901) o al-Biruni (973-
1048) que se aprecia en su obra.

En algunos puntos, su obra es proxima a la de al-Mu’taman, segliin
Hogendijk (1995), es dificil establecer hasta qué punto hubo un
contacto cercano entre los dos personajes y entre otros contemporaneos,
el problema estriba en que la mayor parte de la documentacion se ha
perdido, pero es evidente que comparten interés por la teoria de la
proporcion segun Euclides, la geometria esférica y la dptica.

La obra de Ibn Mu’ad si se ha conservado y hay abundantes copias.
Alguna de ellas, como las Tablas de Jaén tuvieron gran difusion, tanto
en el mundo arabe como latino, pues fueron traducidas al latin por
Gerardo de Cremona. En ellas, que siguen el Sindhind, se definen las
funciones trigonométricas seno, coseno, seno verso (1-coseno) y la
cuerda, aunque parece que solamente contenia la tabla del seno, que se
ha perdido. También dedica varios capitulos a la aparicion de la luna
nueva y su determinacion, de vital importancia para el calendario
musulman, proporciona férmulas para la determinacion de la qibla,
por el método que al-Biruni denomindé de los “zijes”, Martos y
Escribano (2008), siendo el primer documento escrito en al-Andalus
que hace referencia al célculo de la gibla por métodos matematicos.
Incluye también un apartado sobre la determinacion la hora mediante
una formula hinda exacta, conocida en Oriente:
versd -senh

senh,,

Donde, vers x=I1-cos x; t=angulo horario; d=arco semidiurno;
h=altura actual del sol, hm=altura meridiana del sol.

En su obra Liber de Crepusculis proporciona un procedimiento para
calcular la altura de la atmdsfera. La estima en 50 millas, valor vigente
en Europa hasta que Kepler, siglos después la corregiria y daria una
estimacion de 2.5 millas. El procedimiento consiste en suponer que en
el alba (o el creptisculo), la luminosidad del cielo se debe a la reflexion
sobre el borde exterior de la atmdsfera, que se comportaria como un
espejo, de los rayos del sol que estd oculto tras la tierra. Estima que en
el momento del inicio (o el fin del ocaso), el rayo solar tangente a la

verst =versd —
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superficie de la tierra forma un angulo de 19° por debajo del horizonte
del punto de observacion. Con este angulo y sabiendo el radio de la
tierra, se podria calcular la altura de la atmosfera. Tomo el valor del
radio de la tierra de la Geographia de Ptolomeo como 3820 millas, con
un factor de conversion (erroneo) de 7.5 estadios por milla.

Ibn Mu’ad dedica un libro a comentar el concepto de razén que
incluye Euclides en su Libro V, definicion 5% es el Muqgqgala fi sarh
al-nishba. La definiciéon que proporciona Euclides en los Elementos
resultaba bastante extrafia a los matematicos desde que su autor la
formuld. El problema surge de coémo se construye un numero racional
y qué pasa si el numerador (o el denominador) es un nimero
irracional; en tal caso, el resultado no es racional. Ibn Mu’ad apoya la
definicion de Euclides en contra de quienes “no la han comprendido”,
demostrando con ello una capacidad que solamente se ha manifestado
ya en el siglo XVII cuando el problema es abordado por Isaac Barrow,
dando definitivamente la razén a Euclides, ya que la forma de definir
Euclides la razén permite incluir este tipo de fracciones entre los
“nimeros” mediante la construccion de sucesiones encajadas de
racionales que convergen hacia un numero real (aunque ni ¢él, ni Ibn
Mu’ad lo hicieron).

En el libro Matrah su’a’at dice el autor que tratara sobre la
proyeccion de rayos, pero de los diez folios de que consta la obra,
solamente hay uno y medio dedicado a este tema, la mayor parte del
mismo la dedica a otras divagaciones y a lanzar diatribas contra
algunos otros autores, como Ibn Samh.

Su obra mas importante es el Kitab mayulat qisi al-kura o Libro de
las incognitas de los arcos de la esfera, se trata del primer tratado de
trigonometria esférica en el que, solamente en el prologo se declara su
interés para la astronomia; en realidad tiene un tratamiento
absolutamente independiente, se trata de un documento puramente
geométrico. Aunque se le pueda relacionar con la obra de Ibn Qurra y
de al-Biruni, su desarrollo es independiente de los matematicos
orientales y contiene elementos originales, especialmente en lo relativo
a la resolucion de tridngulos esféricos (Schwartz, 2010). Esta obra
contiene dos partes, en la primera, que es de tipo tedrico se demuestran
los teoremas y relaciones que seran utilizados en la segunda parte, que
se dedica a casos de resolucion de triangulos esféricos, que clasifica en
16 y los aborda todos e indica las condiciones que deben reunir para
que exista solucion, asi como los que no tienen solucion. A partir del
Teorema de Menelao, que relaciona seis cantidades de dos triangulos
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esféricos, que se cruzan compartiendo un cuadrilatero, Ibn Mu’ad
demuestra seis relaciones en las que intervienen cuatro cantidades,
todas del mismo triangulo (ver figura 1):

Teorema de Menelao :
senBE senBW senGD
senEA senWD senGA

G -]

Figura 1. Configuracion de Menelao en la esfera

En lo que sigue, las letras mayusculas indican el angulo diedro
formado por los dos planos meridianos que contienen los circulos
maximos que forman los lados que se cortan en el angulo de ese
nombre y las dos letras maytsculas indican los extremos del arco de
circulo maximo que corresponde a un lado del tridngulo esférico (ver
figura 2).

1.- Teorema del seno: A
sen A sen B sen G G
senBG senAG senAB
2.- Regla de las cuatro cantidades 8
sen AG sen AD D
sen BG senDZ VA

3.- Teorema de Géber:

Figura 2. Denominacion de
cosG = cosAB sen A g . , -
elementos de triangulos esféricos
4.- Teorema del coseno

cosAG = cos AB cos BG
5.- tang AG cos G = tang BG, y también: tang AG cos A = tang AB

6.- Teorema de las tangentes:
sen AG tang G = tang AB, y también: sen AB tang A = tang BG
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El teorema del seno lo obtiene para cualquier tipo de tridngulos, en
tanto que los demds los aplica solamente a triangulos esféricos
rectangulos en los que los angulos B y Z son rectos.

Algunas de las relaciones anteriores ya habian sido demostradas
con anterioridad en Oriente, pero no hay constancia de que algun otro
autor en la peninsula ibérica las haya utilizado. Ibn Mu’ad, al igual
que otros autores, como Abu Nasr, también utiliza el tridngulo polar
para resolver algunos tipos de problemas, pero no parece que haya
habido relacion entre ambos autores.

A la vista de estas relaciones, es muy posible que Ibn Mu’ad las
aplicase al calculo de la qibla, lo que proporcionaria un método mucho
mas sencillo que el de los “zijes” que describe en las Tablas de Jaen.

La obra contiene también tablas trigonométricas e incluye una tabla
de tangentes, como cociente de senos entre cosenos y de cotangentes.
Es la primera vez que aparece una tabla de tangentes sin hacer
referencia a las sombras extensa ni a la conversa. Incluye los valores de
las tangentes de 89° 15”; 89° 30°; 89° 45” y 89° 59°, obtenidas a partir de
las que existen en las tablas de al-Jwarizmi Maslama, por un método
que no explica Ibn Mu’ad, pero que parece ser interpolacion cuadratica.

En cuanto a su trascendencia, parece que, bien directamente, o bien a
través de la obra de Yabir Ibn Aflah, Islah al Mayisti, muy relacionada
con la de Ibn Mu’ad, podria haber llegado hasta De triangulis, de
Regiomontano (Hairetdinova, 1986), obra de suma trascendencia en
toda la matematica europea, que influy6 también en la de Copérnico.

4.3. Azarquiel, el més sabio

“El que mejor conoce la [ciencia] de las esferas celestes y los
movimientos de las estrellas es Abu Ishaq Ibrahim b. Yahya, conocido como
Walad al-Zarqiyal. Es el mas sabio entre nuestros contemporaneos, en las
observaciones astronomicas, la ciencia de las esferas celestes y el calculo de
sus movimientos; el que mejor conoce la ciencia de las tablas astronémicas y
la invencion de los instrumentos astronémicos”

Sa‘id al-Andalusi, Kitab Tabaqat, pags 154, 155

Aunque es conocido como astronomo y constructor de
instrumentos astronémicos, traemos aqui a Azarquiel, no solo por ser
probablemente el mayor talento de su época, sino ademas por la gran
originalidad y complicacion de alguno de los modelos matematicos en
los que se basan sus modelos astronémicos.

A la taifa de Toledo accedi6 en 1043 como gobernante al-Mam’un
(nacido en Coérdoba en fecha desconocida, falleci6 en Coérdoba en
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1075 envenenado, después de haber conquistado la ciudad). Su
nombre podria ser en recuerdo del califa de Bagdad. Durante su
reinado florecieron las artes y la cultura y a la ciudad acudieron sabios
de al-Andalus, sobre todo, relacionados con la astronomia,
convocados por el mecenazgo del rey y de su cadi Ibn Sa‘id al-
Andalusi. En este ambiente surge el personaje llamado Abu Ishaq
Ibrahim Ibn Yahya al-Naqqas al-Zarqalluh o al-Zarqiyal, llamado
Azarquiel, que nacié probablemente el afio 1030, no se sabe si en
Cordoba, de donde era su padre, o bien en Toledo, donde trabajo y
labr6 su fama durante muchos afos, hasta que antes de que Alfonso
VI tomase la ciudad en 1085, se traslado a Coérdoba, donde muridé en
el afio 1100. Tal y como dice la cita del cadi Sa‘id, que fue su
mecenas, Azarquiel era cincelador, se dedicaba, parece que, en el
taller de su padre, a tareas de fundicion de metales. Probablemente el
grupo de cientificos reunidos en torno al cadi Sa‘“id encargase la
construccion de instrumentos al taller donde trabajaba y, ante la buena
calidad de sus productos, decidieron contratarle. Pero el cincelador se
mostré mucho mas inteligente de lo que requeriria su oficio y, gracias
a los medios de los que disponia el grupo y a su propio genio ¢ interés,
llegd a ser el lider de todos ellos y hoy se le tiene por uno de los
mayores astronomos ya no solo medievales, sino de toda la historia de
la Astronomia Espafiola (Claret, 2005).

Su apodo Azarquiel, una de las multiples latinizaciones de al-
Zarqiyal, parece que hace referencia a su pelo rojizo o/y a sus ojos
azulados. Fue también conocido como constructor de otros artilugios,
por ejemplo, se habla de una clepsidra con dos estanques que
construy6 a orillas del Tajo en las afueras de Toledo, que se “llenaban
de agua o se vaciaban del todo segtn el creciente y menguante de la
luna”, seglin relat6 al-Zuhri, gedgrafo granadino (Dorce, 2008). Pero el
motivo de su fama son sus obras como astronomo y matematico
destacado, Copérnico lo cita hasta en cinco ocasiones en su De
Revolutionibus. Se sabe que publicd varios tratados, las Tablas de
Toledo, de las que es coautor, junto con el conjunto de astronomos
liderados por el cadi Sa‘id. El Almanaque, donde se recogen tablas
para ciclos periodicos de los planetas. El Tratado sobre las Estrellas
fijas, en el que se incluyen los modelos matematicos que justificarian
las observaciones que ¢l mismo lider6 y las diferencias que se
apreciaban con las realizadas con anterioridad. En su Tratado sobre el
movimiento del sol, obra perdida, aunque se ha podido establecer
bastante bien su contenido (Toomer, 1969, citado por Samsd, 1992), se
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hace eco de su descubrimiento del movimiento del apogeo solar.
Publico ademds tres obras sobre otros tantos instrumentos de
observacion astronomica, el Tratado sobre la esfera armilar, obra
perdida, que se ha conocido gracias a ser incluida en la obra alfonsi:
Libro de las Armellas; el Tratado sobre la lamina de los siete planetas,
es el texto Alfonsi que recoge la traduccion de dos tratados escritos por
Azarquiel sobre un nuevo instrumento de su invencion, el ecuatorio. El
tratado incluye informacion sobre su construccion y sobre su uso. El
ultimo de los instrumentos creados por ¢l y sin duda, por el que mayor
reconocimiento adquirid es la Azafea, una especie de astrolabio
universal, que, en dos versiones diferentes, son descritas en el Tratado
de la Azafea. También es autor de una obra de menor dimensién
dedicada a los cuadrados magicos de 6rdenes 3 a 9, asociando cada uno
de ellos a uno de los siete planetas visibles: Saturno, Jupiter, Marte,
Sol, Venus, Mercurio y Luna (Comes y Comes, 2009).

4.4. La obra perdida de Ibn Sayyid

De este autor se tiene conocimiento a partir de algunos comentarios
que han aparecido en obras de su discipulo Ibn Bayya (Avempace),
segin ha puesto de manifiesto Djebbar (1986, 1992). Segliin estas
noticias, habria desarrollado nuevos métodos de analisis de curvas no
conicas, probablemente polindmicas. Para ello, segiin también indica
Bouzari (2009), habria empezado por estudiar las curvas que se generan
al cortar superficies conicas y no conicas, concluyendo que se trata de
curvas alabeadas. Posteriormente proyectaria esas curvas alabeadas
sobre un plano y pasaria a estudiar las propiedades de estas nuevas
curvas planas. De lo que deducen Djebbar y Bouzari, del texto de Ibn
Bayya, quizas Ibn Sayyid habria intentado caracterizarlas por algo que
hoy podriamos decir que fuese su grado (del polinomio). En un texto
del propio Ibn Bayya aparece un ejemplo de estas nuevas curvas, asi
como la relacion con su eje, su lado derecho y la ordenada en el origen.

Ibn Syyid habria aplicado esta teoria a la generalizacion del
problema de las dos medias proporcionales a mas de dos, de modo
similar a como se utiliza la interseccion de dos conicas para resolver el
caso de las dos medias. Ibn Bayya manifestd su intencion de retomar
el trabajo de su maestro y mejorarlo en lo posible, pero no hay
constancia de que eso se llegase a producir (Bouzari, 2009).

Djebbar (2003) pag 101, se hace eco de una epistola escrita por Ibn
Sayyid y reflejada por Ibn Mun’im en la que se ocuparia de la suma de
series numéricas, lo que indicaria que los trabajos de Ibn Qurra eran
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conocidos en al-Andalus, donde existiria tradicion en la investigacion
en teoria de niimeros y que nuestro autor se habria interesado y
profundizado en ello.

5. Las matematicas andalusies en el siglo XI1

No tiene continuidad durante este siglo la aparicion de talentos
como los que vivieron durante el siglo anterior ademds surge una
tendencia de fuerte oposicion al sistema ptolemaico por mostrarse cada
vez mas artificioso. Un grupo de mateméticos y filosofos son prueba
de ello, como Yabir Ibn Aflah, Ibn Sayyid, Avempace o Maimonides,
especialmente el primero, se muestran muy criticos con él. Junto a esta
corriente, subsisten seguidores de Azarquiel, que continllan su trabajo
y desarrollan mejoras a algunos de los trabajos del maestro. Con todo
ello aparece, tras el establecimiento de los almoravides, una tendencia
de los cientificos a abandonar al-Andalus, atraidos por los nuevos
sefiores y centros de poder en el Norte de Africa.

5.1. La critica a Ptolomeo

Sobre la biografia del matematico Yabir Ibn Aflah se sabe apenas
que nacié en Sevilla a mediados del siglo XII (se dan como fechas
1100-1160), pero su obra mas conocida, Ilah al-Mayisti (correccion
del Almagesto), si fue ampliamente reconocida en Europa, debido a la
traduccion que de ella realizé Gerardo de Cremona, y en Oriente, pues
fue dada a conocer por Maimonides y también se han recuperado
copias de la obra realizadas en Damasco. En la web de la Real
Academia de la Historia se puede encontrar un amplio articulo sobre
la vida y obra de Yabir Ibn Aflah firmado por Julio Samsé Moya.

En el llah critica los modelos ptolemaicos de Venus y Mercurio, de
los que demuestra que han de sufrir transitos entre la tierra y el sol, al
contrario de lo requerido por el modelo clasico. También critica la
posicion del centro del deferente entre el centro del universo y el
centro del ecuante, lo cual Ptolomeo lo asume como postulado y Ibn
Aflah lo refuta.

El contenido matematico del Islah incluye buena parte de los
teoremas demostrados por Ibn Mu’ad, del que es continuador, de
hecho, el nombre del Teorema de Geber es la latinizacion de Yabir,
asi pues, el discipulo dio nombre al teorema demostrado por el
maestro. La aceptacion de este texto también favorecid el
conocimiento de la del cadi de Jaén.
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En el terreno de la observacion astronomica, Yabir Ibn Aflah
disefid un nuevo instrumento que consta de una armilla, un cuadrante
y una regla, simplificando el instrumental que en su opinién deberia
haber utilizado Ptolomeo. Este instrumento, al que su autor no dio
nombre alguno podria ser el precursor del torquetum, de tradicion
europea.

5.2. La fisica aristotélica

En este siglo se impone la critica al sistema ptolemaico por
considerarlo excesivamente artificial, pero esta critica, salvo en el caso
de Ibn Aflah, parte del campo de la filosofia. Varios sabios de esta
época forman una saga en torno a Ibn Bayya (Avicena), quien, como
ya se ha dicho, tiene formacion matematica, empezando por su
discipulo Ibn Tufayl, maestro a su vez de Ibn Rushd y de al-Bitruyi.
Todos ellos coinciden en reclamar un retorno a la fisica aristotélica, en
la que no hay mas movimientos que el circular, sea centripeto o
centrifugo y siempre en torno a un centro. Todo el sistema de
Ptolomeo con ecuantes, deferentes epiciclos, etc, es eficaz para hacer
previsiones astrondmicas, pero es irreal; ellos quieren volver a un
sistema en el que solamente haya esferas.

Segiin Maimoénides, Ibn Bayya concibié un sistema con esferas
excéntricas, pero lo critica porque vuelve a lo mismo. También parece
que Ibn Tufayl propuso un sistema prescindiendo de excéntricas y de
epiciclos, pero finalmente no lo reflejo en ninguna obra.

Ibn Rushd (Averroes) muestra una evolucion, en una primera etapa
sigue a Ptolomeo, aunque con ciertas reticencias que le llevan a
argumentar, y luego rechazar, que la tierra efecttia un giro de 360° en
un dia. Finalmente plantea un sistema con un motor para cada uno de
los movimientos caracteristicos de los planetas, lo que lleva 37
motores mas otros ocho para el movimiento diurno de las esferas y
propone ademas que no tiene por qué haber un mismo centro para
todas ellas. En su segunda etapa abandona los epiciclos e introduce la
idea (que no es original) de que el movimiento de las esferas se debe
al movimiento de la mas exterior que se transmite a las inferiores y
que el movimiento en longitud es un retraso del movimiento principal.
También propone que, dado que los movimientos son continuos y que
el sol no sale siempre en el mismo punto, esa evolucion es también
continua, lo que conduce a un movimiento en espiral, tanto Averroes
como al-Bitruyi argumentan esta conclusion basandose en citas
originales de Aristoteles.
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6. Las matematicas en el reino nazari

Tras la batalla de las Navas de Tolosa en 1212, termina el poder
almohade y el territorio musulmén en la peninsula ibérica se unifica
en el reino de Granada, aunque con vasallaje al reino Castilla.

Durante esta etapa, a pesar del esfuerzo realizado por Alfonso X para
atraer a los sabios a Toledo, salvo los casos conocidos de Bernardo el
Arabigo y de al-Riquti —que finalmente también emigraria a Granada-,
la mayoria de ellos optan por asentarse en Granada o pasar directamente
a Africa, fundamentalmente Tunez y Marruecos, lo que se traduce en un
mayor esplendor cientifico en estas zonas. En la zona cristiana, la
herencia de la ciencia andalusi pervive en algunos sabios judios.

6.1. Al-Qalasadi

Abu al-Hasan Ali bin Mohammed bin Ali al-Qurashi al-Basti es sin
duda el mayor talento matematico de toda la etapa nazari. Nacié en
Baza en 1412, tras una formacion inicial en su localidad natal,
continud estudios de filosofia, ciencia y leyes en Granada. A la edad
de unos 25 afios inicia un viaje que le llevara por madrasas del norte
de Africa hasta el Cairo. En Tremecén (Argelia) permanecié un
tiempo para estudiar aritmética segun la tradicion arabe. Cuando
regresd a Baza, ya con cuarenta afios, en plena madurez, se dedicod
también a la enseflanza. Segin sus discipulos era docto en
matematicas, aritmética, ciencia de particion de herencias, astronomia,
recitacion, comentario coranico o lengua arabe. Finalmente, ante el
avance de las tropas cristianas, abandond Granada para volver a
Tremecén y finalmente a Bugia (Tunez), donde murié en 1486.

Su obra es abundante, se le conocen doce obras de aritmética y
algebra, pero su aportacion original en matematicas no lo es tanto
(Samso6, 1992). Djebbar (2008) analiza las influencias recibidas en su
obra y concluye que hay poco original, pero tiene gran valor en la
transmision de esos conocimientos en al-Andalus y el Magreb. Se le
conocen estudios en fracciones continuas, es precursor en el andlisis de
las raices de una ecuacion, trabajo en determinar sumas de cuadrados y
de cubos y calculd raices cuadradas mediante aproximaciones
sucesivas, pero quizds su aportacion mas valorada ha sido la
popularizacion en el dlgebra de una notacioén simbolica que de un modo
incipiente se habia ido desarrollando con anterioridad en Oriente:
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s (wa) que significa "y" para la suma (+)
Y (illa) que significa "menos" para la resta (-)
< (f1) que significa "vez" para la multiplicacion (*)
& (ala) que significa "sobre" para la division (/)
z (yim) representa "yidr" que significa "raiz"
U4 (sh) representa "xay" que significa "cosa" para una
variable (x)
e - (m) representa "mal" para un cuadrado (x2)
o (k) representa "kab" para el cubo (x3)
e J(I) representa "yadilu" para igualdad (=)
Por ejemplo, la ecuacion 2x3 + 3x2 — 4x + 5 = 0 se escribiria con
su notacién como:

24 532 Y40 5500

7. A modo de epilogo

Hasta aqui los logros de los matematicos andalusies mas
reconocidos, no obstante, hay constancia de otros matematicos y otra
matematica que han quedado en el arte, cuando han subsistido a una
época tan violenta como aquella. Me refiero a la geometria decorativa
y mas concretamente a los mosaicos arabes andalusies, cuyo mayor
exponente se encuentra en la Alhambra. Recientemente hay bastantes
estudios sobre teselacion y grupos en relacion a ellos: Pérez (2004)
proporciona una revision muy completa de todas las isometrias
presentes en los mosaicos granadinos. Marcus du Sautoy, divulgador
oficial de la Universidad de Oxford es un entusiasta enamorado de la
belleza de estos mosaicos, como puede verse en cualquiera de sus
obras, tanto cientificas como de divulgacién y en cualquier soporte,
valga como ejemplo el video que dedica a las simetrias de la
Alhambra que se puede apreciar en el sitio web de TED (Tecnologia,
Entretenimiento, Diseflo) y que recomiendo encarecidamente visitar al
lector de estas lineas.

https://www.ted.com/talks/marcus_du sautoy symmetry reality s ri
ddle/transcript
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«Asi como el hambre y la sed son sefiales del cuerpo y muestran lo que le falta, asi
también la ignorancia y escasez de conocimientos es una senal del alma y de sus
creencias. Asi las cosas, tenemos aqui dos tipos determinados, a saber: los que solo
buscan sus mantenimientos y los que procuran el saber. Pero la verdadera plenitud solo
se alcanza mediante el objeto que posee el mas noble modo de ser. (...) Ahora bien, si por
lo comun la plenitud de la aprehension es gozosa, cuando lo que se alcanza es por esencia
noble y mayor en verdad y permanencia, forzosamente serad la dicha mas digna de ser
elegida. Tal sucede con lafelicidad intelectual respecto de los otros gozos»

Fuente: Averroes: Exposicion de la «Republica» de Platon. Traduccion y estudio
preliminar de Miguel Cruz Hernandez, Tecnos, Madrid, 1996, pp. 146-147.
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