El momento angular en mecanica cuantica

Al igual que en mecdnica cldsica, el momento angular tiene una gran importancia en
mecdnica cudntica. Esta importancia se debe a que existe una ley de conservacién asociada
al momento angular. Por ejemplo, en un sistema aislado el momento angular se conserva,
o bien, como otro ejemplo, cuando una particula se mueve en un campo central también se
conserva. En mecdnica cudntica cuando una magnitud se conserva (es una constante del
movimiento) es porque el operador asociado a dicha magnitud conmuta con el operador
hamiltoniano. Por tanto, si el momento angular se conserva ya tendremos el hamiltoniano
parcialmente diagonalizado si utilizamos una base de autofunciones del momento angular.
En este tema vamos a analizar el operador momento angular y a resolver su ecuacién de
autovalores. Como veremos, las distintas componentes del momento angular no conmutan
entre si, de modo que no se pueden medir simultdneamente. Ademds, tanto los autoval-
ores de las componentes del momento angular como del médulo del momento angular son
discretos, de modo que al medir el momento angular no podemos obtener cualquier valor.

El operador momento angular. Coordenadas esféricas.

En mecénica cldsica el momento angular se define a partir del vetor de posicién y la cantidad
de movimiento como:
L=rxp

En mecdnica cudntica el momento angular vendrd representado por un operador y
podemos definirlo a partir de los operadores de posicién y cantidad de movimiento como:

L=#xp

Es decir, que:

Ly = yp. — 2Dy Ly = zp, — p. y  L.=&p, —yp:

Como se puede ver en estas ecuaciones no hace falta simetrizar ninguna expresion, ya
que, por ejemplo en la expresion de L., los operadores y y p., conmutan, al igual que
los operadores Z y p,, de modo que las componentes del momento angular resultan ser

Y

operadores hermiticos. Podemos ver cémo actian estos operadores en la representacion
coordenadas:

<r L, w> = —iﬁy%w(r) + iﬁz(%w(r)

. 0 0
<r L, ¢> = —iﬁz%w(r) + iﬁx&w(r)

o L 0 L 0
<r L, ¢> = —zﬁxa—yw(r) —|—zﬁy£ (r)

Es més conveniente trabajar en coordenadas esféricas, ya que como veremos, las compo-
nentes del momento angular sélo actian sobre las variables angulares 6 y ¢, pero no sobre




la coordenada radial r. Las coordenadas esféricas se definen a partir de las cartesianas
mediante las siguientes relaciones:

xr =rcosysinf
y = rsinpsinf
z =1rcosf

También conviene conocer las siguientes relaciones inversas:

2 = a2 4?4 22

2 2
cos? = ———
x2 4+ y? 4 22

tanp = Yy
x

El elemento de volumen en coordenadas esféricas es r2sin 6 drdfde, de modo que dada
una funcién de onda v (r, 0, ), la probabilidad de encontrar a la particula en el elemento
de volumen anterior vendrd dada por la funcién:

(7, 0, 0)[> 72 sin 6 drdfdy

De la misma forma, la condicién de normalizacién en coordenadas esféricas vendra dada
por la siguiente integral:

00 T 21
/ / / [ib(r, 0, 0)|* r?sin 6 drdfdp = 1
0 0 0

Vamos a escribir a continuacion las componentes del operador momento angular en la
representacion coordenadas utilizando las coordenadas esféricas. Desarrollaremos explici-
tamente sélo la componente L, ya que el resto se obtienen de forma similar. El operador
[:x en la representacién coordenadas se puede escribir como:

<r ¢> — i (z% _ y%) Wb(r)

Lo tnico que tenemos que pasar a coordenadas esféricas es el término que hay entre
paréntesis. Este término se puede escribir de la siguiente forma utilizando la regla de la
cadena:

r cos 6 @Q+@Q+3_¢ﬂ —rsinpsind @£+@2+3_¢3
dyor  0yo0 | dy oy 7 9-0r 0200 ' 9z 0p

L,

Vamos a calcular las diferentes derivadas parciales:
De la relacién r? = 22 + % 4 22, derivando parcialmente respecto de y obtenemos:



por tanto:
or vy . .
— == =sinpsind
dy r
De la relacién cos? § = 2%/ (2? + y? + 2?), derivando parcialmente respecto de y obte-
nemos:

00 222 2
—2cosfsinfol = =Y —~ cos? fsin psin 6
y r4 r
por tanto:
a0 1 .
— = —sinpcosf
dy r
De la relacién tan ¢ = y/x, derivando parcialmente respecto de y obtenemos:
I dp 1 1
cos2pdy x  rcospsinf
por tanto:
dp  lcosp
dy  rsinf

Del mismo modo podemos obtener las derivadas parciales respecto de z. De la expresion
de r?, derivando parcialmente respecto de z obtenemos:

or or
U z rcosf vy 7, cos 6

De la expresion de cos? 6, derivando parcialmente respecto de z:

a0 2 222 2 2 2 2
—2cosesin9£ = T—j — T—i = T—j (1 — j—2> = ;COSG (1 — 00529) = ;cos@sinQH
00 1 sin
— = ——sin
Y 0z r
Por 1ltimo, de la expresién de tan ¢, derivando parcialmente respecto de z, se obtiene

que dp/0z = 0.
Vamos a unir todos los resultados que hemos obtenido para expresar L, en coordenadas
esféricas. El término que habia entre paréntesis era:

r cos 6 @£+@£+3_¢2 —rsinpsind @2+%£+8_@2 =
dyor  0yo8 | oy 0o 7 9-0r 0200  920p)

Sustituimos todas las derivadas parciales que hemos calculado:

- 0 (s .03+1. 08+1coscp8 B
=rcosf | sinysin 7 Tsmgocos 90 " T smo o,

1
—7rsin @ sin 6 <cos 9% - sin 9%) = sin <p% + Ezzgg%



Por tanto, la componente L, en funcién de las coordenadas esféricas queda de la forma:

(r

Del mismo modo podemos expresar las componentes L, y L. en funcién de las coorde-
nadas esféricas como:

<r ‘Ly
<r ‘LZ
Tal como dijimos anteriormente, las componentes del momento angular sélo actian

sobre las coordenadas angulares pero no sobre la coordenada radial . En apartados pos-
teriores resolveremos la ecuacién de autovalores del momento angular.

L,

iy .0 cosp 0
w> =1h <sm Y50 + tan@@) Y (r,0,p)

L 0 sing 0
77/J> = Zﬁ(_COS¢%+tan9%)w(r’9’(’O)
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