Relaciones de conmutacién del momento angular.

Vamos a calcular las relaciones de conmutacién de las componentes del momento angular.
Para calcular el conmutador de dos componentes del momento angular nos podemos basar
en las reglas de conmutacion de la posicién y del momento. Comenzaremos calculando el
conmutador entre los operadores L, y ﬁy:

LaiLy| = (35 = 2Py 20 — 8:] = 32, 252 + 20y, 2] =
= [P, 2] Po + 2 2,5:) By = —iligp, + ihip, = ihL.
De la misma forma se pueden demostrar las siguientes reglas de conmutacion:
(L] =—ink, v [L.L] =,

Estas reglas de conmutacién se pueden escribir de forma mas compacta utilizando el
producto vectorial:

(LxL) =i,L - Lk, = [L,. L] =i,
x
como el resto de las componentes verifican relaciones andlogas podemos escribir que:
L x L =L

Por tanto, de acuerdo con la relaciones anteriores, las componentes del momento angular
no conmutan entre si, de modo que no podemos medir simultdaneamente las componentes
del momento angular, ya que no podemos encontrar una base de autovectores conmunes
a las tres componentes. Como méaximo sélo podemos determinar una componente del
momento angular. Existe una diferencia fundamental con la mecédnica clésica, ya que en
mecdnica cldsica una particula légicamente tiene determinadas las tres componentes del
momento angular, de modo que si el momento angular se conserva tenemos tres constantes
del movimiento que se pueden utilizar para simplificar el problema. En mecédnica cudntica
no ocurre asi, ya que solo podemos utilizar una de las tres componentes. Podemos buscar
otro operador que sea una funcién de las componentes del momento angular y que conmute
con ellas. El encontrar un operador de ese tipo nos serviria para diagonalizar parcialmente
el hamiltoniano en el caso en que se conserve el momento angular.

De hecho, existe un operador de ese tipo y se trata del cuadrado del médulo del momento
angular: R X R R

LP=L2+L12+ L2

Vamos a ver las relaciones de conmutacion entre este operador y las componentes del

momento angular, Vamos a calcular su conmutador con la componente L,:

[zz,zx] — [£2+£2+L§,Jim]:[ij,ﬁx]Jr[ig,ix]:
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Por tanto, los operadores L? y L, conmutan, e igualmente L? conmuta con las tres
componentes del momento angular. De modo que aunque no podamos medir simultdnea-
mente las tres componentes del momento angular, si que podemos medir una componente
y el médulo del momento angular simultdneamente. Por otro lado, cuando el momento
angular sea una constate del movimiento, de modo que el hamiltoniano conmute con las
componentes del momento angular, podremos encontrar una base de autovectores (auto-
funciones) comunes al hamiltoniano, a una componente del momento angular y al médulo
del momento angular. Por tanto, el conocer las autofunciones comunes a una de las compo-
nentes del momento angular y al médulo del momento angular nos ayudara a diagonalizar
el hamiltoniano cuando se conserve el momento angular.

Para terminar este apartado, vamos a obtener la expresién del operador L[?enla repre-
sentacién coordenadas utilizando las coordenadas esféricas. Aunque el célculo en un poco
tedioso lo vamos a desarrollar explicitamente, para lo cual vamos a calcular en primer lugar
los operadores L2, ﬁz y L2
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Cuando sumamos los tres operadores la mayorfa de los términos se van, de modo que
al final queda la siguiente expresion:
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Como se puede comprobar, el operador L? se corresponde con la parte angular del
laplaciano en coordenadas esféricas.




