Propiedades del espin 1/2. Matrices de Pauli.

Vamos a considerar tres operadores S, Sy, y S, hermiticos de modo que verifiquen las
reglas de conmutacién de un momento angular, es decir:

[S}, S*y] — ihS,

y asf sucesivamente para el resto de los conmutadores. Estas reglas de conmutacién se
pueden expresar también de la forma:

S xS =inS

A partir de estos operadores podemos definir un nuevo operador como $2 = S 2—!—5 2462
que conmuta con los tres operadores anteriores. Al igual que para el momento angular
ordinario, podemos encontrar una base de vectores comunes al operador S? y a un de
los operadores anteriores que puede ser por ejemplo S.. Los vectores comunes a los dos
operadores los podemos etiquetar de la forma |s, ms), de modo que:

&2 2
S%ls,ms) = h°s(s+1)]|s,ms)
S, |s,ms) = hmg|s,ms)
donde my; = —s,---,s. Se puede demostrar que las relaciones anteriores son una conse-

cuencia directa de la reglas de conmutacién de los operadores S. Del mismo modo también
se puede demostrar que el nimero s sélo puede tomar valores enteros o semienteros posi-

tivos. Vamos a considerar el caso en que s = <. En este caso el nimero m, sélo puede
2

tomar dos valores que son m, = jzl Tenemos por tanto sélo dos vectores que son %, %> y
|2, — > Y las relaciones anterlores se reducen a:

G2 |1 1\ _ 32|11 G2 |1 _ 1\ _ 352|1 _1

S 22>_4h |272> S|27 2>_4ﬁ 27 2>

G1 1N 1p|l 1 G111y _1p1

Se §7§>_ 2ﬁ 2’2> S. 29 2>_ 27 2>

Si vamos a considerar siempre que s = % en realidad no hace falta la primera etiqueta
en los vectores anteriores. De hecho para distinguir los vectores anteriores sélo hace falta
una etiqueta que tome dos valores. Por ejemplo podemos etiquetar los vectores anteriores

mediante un signo (el signo de my), de modo que |+) = —> y|—)= |— —3). De forma
que los vectores |+) y |—) verifican las siguientes relamones

Sl =l )=o)

S =i S =)

o bien simplificando atin més la notacién: S? |+£) = 2% |+) y S, |j:> +3h|E).
En la base formada por los vectores {|+),|—)} los operadores 5%y S, son diagonales
y vienen representados por las siguientes matrices:

o35 (10 . 1. /10
2 _ 932 _
S:4ﬁ(0 1) yo5 2h<0—1>
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de hecho el operador S? no sélo es diagonal sino que actiia como si fuera una constante
52 = 3p%. Vamos a calcular ahora las matrices correspondientes a los operadores S, v S,,.
1 y

Al igual que hicimos con el momento angular conviene definir dos nuevos operadores S'+ y
S_ de modo que:
Sy =8,+11S, y S_=5,-15,
Se pueden comprobar facilmente las siguientes reglas de conmutacion:

[554 =hS; y [SS_] = —hS_

Por otro lado se pueden demostrar también las siguientes igualdades (de forma andloga
a como hicimos con el momento angular):

S, ls,ms) = /s (s + 1) — my (mg + 1) |s,my + 1)

_|s,ms) = hn/s (s +1) —my (mg — 1) s, mg — 1)
de estas relaciones podemos ver cémo actiian los operadores S sobre los vectores |+):
S 1+) =0 $i|=) = nl+)
) =hl=) S¢l=) =0

Por tanto los operadores Ss. estan representados en la base {|+) , |—)} por las siguientes

matrices:
. 0 1 o 0 0

Por 1ltimo, a partir de S+ y S podemos obtener los operadores S, y S*y €omo:
5 L /a4 A A VRN .
Sz=5(5++5,) y sy=§(s,—s+)

de modo que los operadores estdn representados mediante las siguientes matrices:

S, y S
& h A hi(f0 —i
5=3 ( > =3 ( i 0 >
Los operadores S*I, S*y y S, se pueden expresar utilizando las matrices de Pauli, que

SO1:
(01 (0 —i (10
2=\ 1 0 2=\ 0 ==\ 0 -1

de modo que S, = O’w, S = Uy y S, . Se puede comprobar que las matrices de
Pauli tienen las sigulentes propledades

0,0y +0yo, = 0
0z, 04] = 2i0,
0.0y = 10,
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y propiedades andlogas si realizamos una permutacién ciclica de los indices x, y y z.
Ademas:

o 0320221
Tr(o,) = Tr(o,) =Tr(o,) =0

)
Det (0,) = Det(o,) =Det(0,) =—1

Finalmente vamos a resolver el problema de autovalores de los operadores S'I, Sy y S.,.
Esta claro que los autovalores de los tres operadores son los nimero j:g, de modo que
sélo tenemos que calcular los autovectores. El operador S, es diagonal, de modo que sus

autovectores son |+) de autovalor £2 (salvo un factor global de fase). Vamos a ver cuales

(0 1 a h( a
5(1 O)(b)_i§<b)
De modo que los autovectores son \/ig (]+) £]-)) de autovalor £%. Por tltimo los

con los autovectores de S,:

autovectores de S, satisfacen la siguiente ecuacion:

(7)) == (0)

Por tanto los autovectores de S, son % (|+) £i|-)) de autovalor +2.



