Calculo del nimero de modos que se propagan en una
cavidad

El modelo Rayleigh-Jeans se basa en calcular el niimero de modos distintos que se pueden
propagar en una cavidad cuya frecuencia se encuentre comprendida entre v y v + dv. Este
mimero no depende ni de la forma de la cavidad ni de la composicién de las paredes de
la cavidad. Por tanto, somos libres de escoger la forma y las condiciones de contorno.
La forma mds sencilla corresponde a una cavidad cibica de arista a. Por otro lado, las
condiciones de contorno mds sencillas son las condiciones de contorno periédicas. Estas
condiciones de contorno son un poco artificiales y consisten en considerar que nuestro cubo
se encuentra rodeado por infinitos cubos idénticos, de modo que si nos desplazamos una
cantidad a en cualquiera de las tres direcciones paralelas a las aristas nos encontraremos
con un punto idéntico. En la siguiente figura se muestra el cubo para el que vamos a
calcular el mimero de modos de ondas electromagnéticas que se pueden propagar y cuya
frecuencia debe estar comprendida entre v y v + dv.
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Queremos estudiar la radiacién electromagnética dentro de la cavidad, pero podemos
restringir nuestro estudio al campo eléctrico, ya que para una onda electromagnética a
partir del campo eléctrico podemos calcular el magnético. El campo eléctrico dentro de la
cavidad se podra escribir como una superposicién de ondas planas como la siguiente:

E(F, t) = Ep & ci(Fr—wt) | E0252€i(13-?—wt)

donde los vectores €] y €3 son dos vectores unitarios perpendiculares entre si y perpen-
diculares a la direccién de propagacién 15, ya que las ondas electromagnéticas son ondas
transversales. El vector k se denomina vector de onda, cuyo médulo es el nimero de ondas
y su direccién es la direccién de propapacioén.

Vamos a imponer las condiciones de contorno periédicas al campo eléctrico:
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E(z,y,2)=FE(r+a,y,z) = E(x,y+a,z) = E(z,y,2+ a)

Estas condiciones sélo se pueden satisfacer si las componentes del vector de onda satis-
facen las siguientes relaciones:

kya = 2mn,, kya = 2mn, y k.a = 2mn,
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siendo n,, n, y n. nimeros enteros. Esto es similar a lo que ocurre con las ondas esta-
cionarias, cuando imponemos condiciones de contorno restrictivas en los extremos y lo que
resulta es que no se puede propagar una onda con cualquier valor de la longitud de onda.
Recordemos, por ejemplo, las ondas estacionarias que se propagan en una cuerda tensa
con sus extremos atados. En el momento que imponemos que exista un nodo en cada ex-
tremo resulta que no se puede propagar cualquier longitud de onda y, por tanto, tampoco
cualquier frecuencia.

Podemos calcular ahora el niimero de ondas planas que se propagan dentro de la cavidad
que tienen su vector de onda comprendido entre un cierto vector k y k+ dk y que serd el
siguiente:

Ng (F) @°F = 2dn,dnydn.

donde el factor 2 aparece para tener en cuenta las dos posibles polarizaciones, ya que para
cada direccién del vector k existen dos direcciones linealmente independientes perpendi-
culares en las que puede oscilar el campo eléctrico. Algo que puede chocar en la expresiéon
es que aparezca dn,, dn, y dn,, como si n,, n, y n. tomasen valores continuos en lugar
de discretos. Para valores pequenos de n,, n, y n. puede ser incorrecto, pero para valores
grandes, por ejemplo de n,, la diferencia entre uno de los posibles valores de n, y el
siguiente serd muy pequeno comparado con el propio valor de n,. En ese caso si que
podemos considerar que los incrementos que se producen en n,, n, y n. son muy pequenos
en comparacion con sus valores.

Conociendo la relacién entre n,, n, y n. y las componentes del vector de onda podemos
expresar este nimero de la siguiente forma:
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Nos interesa calcular el niimero de modos cuya frecuencia estd comprendida entre v y
v +dv, que estard relacionado con el niimero de modos cuyo nimero de ondas se encuentre
entre £k y k + dk. El nimero de ondas viene dado por el médulo del vector k. Por
tanto, nos conviene escribir el elemento de volumen en el espacio de niimeros de ondas
Bk = dk,dk,dk, realizando un cambio similar al que se realiza al pasar de coordenadas
cartesianas a esféricas. En las coordenadas esféricas dF = sin 0dfdpr?dr, donde r es el
moédulo del vector 7. Si queremos considerar todos los vectores 7 cuyo médulo estd entre r
y r+dr nos da igual la direccién que tengan, de modo que podemos sustituir el diferencial
de dngulo sélido dS2 = sin #dfdy por el dngulo sélido completo 4w. Todos los vectores 7
que tienen su mdédulo entre r y r + dr, sea cual sea su direccién, tienen su extremo en un
casquete esférico de radio interior r y exterior r» + dr. El volumen de ese casquete esférico
vale 4mr2dr. Pues bien, algo parecido podemos hacer con los vectores l;, de modo que si
s6lo nos interesa su médulo, el nimero de modos cuyo médulo esté entre k y k + dk vale:
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Ni(k)dk = 2 (i) ank2dk = L k2dk
27 2
Por tltimo, conociendo la relacién que existe entre la frecuencia y el niimero de ondas,

k = 2mv/c, podemos encontrar el nimero de ondas planas que se propagan dentro de
la cavidad con frecuencia comprendida entre v y v + dv. Lo tnico que tenemos que



hacer es un cambio de variable andlogo al que se realiza en una integral, de modo que
Ni(k)dk = N,(v)dv, siendo N, (v)dv el nimero que buscamos y que vale:

3
N,(v)dv = 87;3& v dv

Esta es la expresién que utilizaron Rayleigh y Jeans para su modelo. En el libro Fisica
Cuéntica de Eisberg y Resnick se puede encontrar el mismo cdlculo para una cavidad ctibica
de paredes conductoras, de modo que el campo eléctrico se anula en las paredes. El nimero
que se obtiene es idéntico ya que, como hemos dicho, no depende de las condiciones de
contorno.



