Transformada de Fourier de la funcién de onda.

El paquete de ondas més general que se puede utilizar para describir el movimiento unidi-
mensional de una particula libre es una superposicion lineal de todas las ondas armdnicas
de la forma:

vt = [ gt dr
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donde w est4 relacionado con k a través de la relacién de dispersién y donde g(k) es el peso
que le damos a cada onda arménica. En este apartado vamos darle un significado fisico a
la funcién g(k).

Para una funcién f(z) se define su transformada de Fourier como la funcién f(k) dada
por la siguiente ecuacién:

F(k) = J% / " f@)edn

El teorema de Fourier nos dice que a partir de la transformada de Fourier de una funcién
siempre se puede recuperar la funcién original mediante la siguiente ecuacion:

1 < < ik
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por tanto, la transformada de Fourier de una funcién contiene la misma informacién que
la funcién original, ya que siempre se puede recuperar la funcién original. La ecuacién
anterior se puede verificar mediante la definicién de la funcién delta de Dirac 6(x):

~ [ @) - ajas' =

Podemos ver que la funcién g(k), que aparecié anteriormente, estd relacionada con la
transformada de Fourier de la funcién de onda en el instante inicial:
1 -

g(k) = E@/J(lﬁo)

donde {p(kz,O) es la transformada de Fourier de 1 (z,0). Lo que acabamos de ver nos
permite encontrar la evolucién temporal de la funcién de onda de una particula libre para
una particula que se mueve en una sola dimensién. El problema equivalente clédsico serfa
el de una particula libre que se mueve en una dimensién y que parte de una posicién y
velocidad iniciales dadas por x (0) = z¢ y v (0) = vy. La evolucién temporal de la particula
clésica viene dada por:

x () = xo + vot y v (t) = v

., Cémo se resuelve el problema equivalente en mecanica cudntica? La funcién de onda
veremos que contiene toda la informacién que podemos obtener sobre una particula. Si
conocemos dicha funcién de onda en el instante inicial 9 (z,0), jcémo podemos calcular
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Y (z,t)? Laforma de calcularla es la siguiente. En primer lugar, calculamos la transformada
de Fourier de 1 (z,0):

—ikmdx

k,0) /
V0 =
Una vez hecho este célculo ya tenemos la funcién g(k) = 1 (k,0) /v/2x. Ahora intro-
ducimos esta funcién en el paquete de ondas que vimos al principio y ya la tenemos:

Y (z,t) = \/% /_Oo ) (k,0) eilkz—wt) g1 \/% /_Oo b (k, 0) o (ke—hk2t/2m) .

Vamos a ver a continuacién el significado fisico de la transformada de Fourier de la
funcién de onda. Podemos intuir que la transformada de Fourier estd relacionada con
la funcién de distribucién de velocidades, ya que la transformada nos da la distribucién
de nimeros de onda de una funcién, es decir, cémo contribuyen los distintos valores del
nimero de onda (k) a la funcién de onda. La transformada de Fourier nos ha permitido de
hecho escribir la funcién de onda como una superposicién de ondas armonicas de distinto
nimero de onda.

Una vez que hemos visto cémo se puede obtener la evolucién temporal vamos a fijarnos
en un instante determinado y supongamos que en dicho instante la funcién de onda que
describe la particula es ¢ (). En el primer tema vimos el significado fisico de esta funcién,
de modo que su mdédulo al cuadrado nos da la densidad de probabilidad de encontrar a
la particula en la posicién z. Para que la funcién de onda se pueda utilizar para calcular
probabilidades debe estar normalizada, es decir, debemos imponer la condicién de que
la probabilidad de encontrar a la particula en cualquier punto del espacio sea igual a la

unidad:
[ o as= [l do= [ wwr e a1

Por lo tanto, no todas las funciones pueden describir a una particula, sino sélo aquellas
que sean normalizables. Para que sea normalizable es suficiente con que la integral anterior
nos de una cantidad finita. Si no vale la unidad es cuestién de multiplicar 9 (x) por una
constante para que sea igual a la unidad. Pues bien, se puede comprobar que si una funcién
de onda estd normalizada, también lo estard su transformada de Fourier, 12) (k), como una
funcién de k, de modo que si ¢ (x) verifica la condicién anterior, entonces:

.

Ya podemos intuir que {D(k) serd una especie de amplitud de probabilidad para los
nimeros de onda. Pero esto es muy abstracto, es més adecuado pensar en la cantidad
de movimiento, que estd directamente relacionada con k a partir de las relaciones de de
Broglie-Einstein: p = hk. Lo que vamos a hacer es un cambio de variable en la integral
anterior de k a p:

[l a= @ 2= (@)
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Pues bien, vamos a definir la siguiente funcién que depende de la cantidad de movimiento
p:

_ 1 -
Y(p) = ﬁ@b(p/ﬁ)

Tal como la hemos definido estd claro que verifica la condicion:

oo _ 9 o0 — _
| P o= [~ )i dp=1

Queda claro cémo vamos a interpretar esta nueva funcién v (p) y es que su médulo al
cuadrado serd una densidad de probabilidad para el momento de la particula, p, (p), de
modo que:

p, (p) dp=|0(p)|* dp=0"(p)i(p) dp

serd la probabilidad de que el momento de la particula se encuentre entre p y p+ dp. Esta
densidad de probabilidad estara normalizada si la funcién de onda 1 (z) lo esté.

Como la funcién 1)(p) es proporcional a la transformada de Fourier también contiene la
misma informacién que la funcién de onda. Es decir, en lugar de trabajar con la funcién
de onda podriamos trabajar siempre con funcién ) (p).

Podemos comprobar que la relacién entre la funcién de onda y la funcién de onda en
la representacion de momentos es la siguiente:

_ 1 g Cipg . il = %pm
W) = < / U@t W) = = / ety

Tanto la funcién de onda, 9 (x), como la funcién de onda en la representaciéon de mo-
mentos t(p), nos permiten calcular, no solo la funcién de distribucién de probabilidades
para la posicién o el momento, sino también valores medios de estas magnitudes. Los
valores medios de la posicién y del momento vienen dados por las siguientes expresiones:

@ = [ @ o= [ sl do= [ ot @ia) do= [ 0@ i) ds
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(p) = /ooppp(p) dpz/_oop\@_b(p)l2 dpz/oop{b*(p){b(p) dp:/_oo V" (p) p(p) dp

También podemos utilizar las funciones v () y 1 (p) para calcular cualquier otro valor
medio relacionado con la posicién y el momento. Por ejemplo, podemos calcular los valores
medios de 2% y p*:

@ = [ = [ @ da

(p*)y = /_Oop%p(p) clpz/_meWf(p)I2 dp

A partir de estos valores y los anteriores podemos calcular la dispersién de la posicién

y del momento:
Az = \/(22) — ()’ Ap =/ (?) = ()*



Veremos que estas dos dispersiones estan siempre relacionadas mediante el principio de
indeterminacién de Heisenberg.

Vamos, a continuacién, a ver cémo es la evolucién temporal de la transformada de
Fourier y de la funcién de onda en la representacién de momentos que hemos definido, de
nuevo para el caso de una particula libre.

Vimos que si en ¢ = 0 conocemos la funcién de onda v (x,0) y calculamos su trans-
formada de Fourier ’lZJ (k,0), podemos encontrar la funcién de onda en cualquier instante
posterior como:

W(z,t) = \/Lz_w /_ h P(k,0)eke= gk,

Pues bien, podemos escribir esta integral de la siguiente forma:

W(z,t) = \/%7 /_ P(k,0)e™ ™ e*dk

De la expresion de la transformada de Fourier inversa, podemos ver que lo que hemos
senialado con una llave es la transformada de Fourier de la funcién de onda en el instante
t, ¥ (x,t), y que notaremos como 1 (k,t), de modo que:

D (k,t) = ¥k, 0)e™™" = (K, 0)e~F"t/2m

_ Esta ecuacién nos da la evolucién temporal de ¥ (k,t), que vemos que depende de
¥(k,0) multiplicada por un término arménico. Si dividimos por VR y sustituimos k por

p/h, queda:
1 ~/p 1 ~/p _ip?,
3 (—,t) -9 (_70) e~ % om
Vi \h Vi \h
Podemos identificar la funcién de onda en la representacién de momentos en el instante
inicial y en el instante t:

#(0.0) = == (£.0) B0 =5 (2.0)

De modo que:
2

P (p.1) = Plp,0)e i3’

Teniendo en cuenta la interpretacién fisica que hemos dado a la funcién de onda en

la representacién de momentos, el médulo al cuadrado de la funcién t(p,0) nos dard la

densidad de probabilidad para la cantidad de movimiento de la particula en el instante

inicial, p, (p,0), y de la misma forma el médulo al cuadrado de la funcién Y(p,t) nos dard

dicha densidad de probabilidad en el instante t, p,, (p,t). Por tanto, si tomamos el médulo
al cuadrado en los dos términos de la ecuacién anterior llegamos a:

[0(p, )| = |(p, 0)

yva que el médulo al cuadrado de la exponencial iméginaria es igual a la unidad. La
ecuacion anterior es el equivalente cudntico al primer principio de Newton (conservacién
de la cantidad de movimiento para una particula libre), de hecho, la ecuacién anterior se

2
| = Py (D, 1) = p, (P, 0)
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puede decir que es la expresién del primer principio en mecdnica cudntica. La distribucién
de probabilidades del momento para una particula no varfa con el tiempo. Como ejemplo,
el valor medio de la cantidad de movimiento no varfa con el tiempo: (p) (t) = (p) (0),
que seria el equivalente a la ecuacién v (t) = vy que vimos anteriormente para la velocidad
clésica, en lugar del momento. De la misma forma, la dispersién del momento se mantendrs
también constante en el tiempo. Estamos viendo que existen algunas similitudes entre la
mecénica cudntica y la mecdanica de Newton, al menos para la descripcién de una particula
libre.

Antes de terminar este apartado, vamos a estudiar algunos ejemplos concretos de trans-
formadas de Fourier, que nos servirdn para profundizar en el principio de indeterminacion.
Existen dos tipos especiales de funciones que aunque no pueden ser propiamente funciones
de onda, puesto que no se pueden normalizar, son muy utilizadas en mecdnica cudntica.

El primer ejemplo es la funcién delta de Dirac: ¢ (x) = 6(x — xo)

La transformada de Fourier de esta funcién y la funcién de onda en la representacion
de momentos se pueden calcular facilmente:

iy ¥ L —ikxo 7 _ 1 —%pxo
(k) o y ¥(p) NorTe

Esta funcién de onda podria corresponder a una particula perfectamente localizada en
el espacio, Az = 0. Lo que hemos encontrado es que p, (p) = W)(p) |2 = ﬁ Es decir, que si
medimos la cantidad de movimiento de la particula podemos obtener cualquier valor entre
—o0 e oo con igual probabilidad. Por tanto, la particula tiene una cantidad de movimiento
totalmente indeterminada (Ap — o0), tal como corresponde de acuerdo con el principio

de indeterminacion.

1 .
El segundo ejemplo es la funcién ) (z) = ——=e*0®.
g j )(x) N |
Del mismo modo podemos calcular de nuevo la transformada y la funcién de onda en

la representacién de momentos y se obtienen las siguientes funciones:

(k) = %ak . y T — o0)

donde py = hky. Esta funcién de onda podria corresponder a una particula de momento
bien definido, Ap = 0, y, en este caso, légicamente, la particula esta totalmente desloca-
lizada en el espacio (Ax — 00).

Por 1ltimo, vamos a suponer que partimos de una particula que viene descrita mediante
una funcién de onda similar a la anterior y que, mediante algiin dispositivo imaginario,
truncamos su funcién de onda, de modo que sélo sea distinta de cero en el intervalo com-
prendido entre z = —[/2 y x = [/2. Esta funcién de onda se podria conseguir mediante
algiin dispositivo similar al de la figura. Hay una trampilla que podemos abrir y cerrar
durante un pequeno intervalo de tiempo, de modo que si la particula pasa a la regién de
la derecha su funcién de onda habré quedado truncada.
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Vamos a suponer que nos queda la siguiente funcién de onda:

!
0 para r < —3
P(x) = /_277 ehpow para — % N %
0 para x > é

La particula estd por tanto localizada dentro del intervalo de anchura Az = [ y dentro
de dicho intervalo, la densidad de probabilidad de encontrar a la particula es constante,
plz) = ¢ (z)]” = 5. Vamos a ver que como consecuencia, de acuerdo con el princi-
pio de indeterminacién, la particula no tendrd un momento bien definido como ocurria

anteriormente. Vamos a calcular la funcién de onda en la representacién de momentos:
2 i i 1sin|l(p — 2h
P(p) = / i ctmeetrgy = | {(p — po) /2R
vk S v/ 2mh T p—p

La densidad de probabilidad para la cantidad de movimiento de la particula viene dada,
por tanto, por:

2= 1 sin® [Il(p — po) /2]
) 2
m? (p —po)
Se trata del cuadrado de una funcién sinc, que tiene su maximo en p = py. Podemos
ver la representacion gréfica de esta funcién en la siguiente figura.

= [4(p)



V()

Ap

po-2nh/l p,  pot2mh/l p

Podemos estimar la anchura de esta funcién de distribucién, tal como se muestra en la
figura, como la distancia entre los dos primeros ceros que aparecen a derecha e izquierda del
méximo central, de modo que Ap ~ 47h/l. Por tanto, se verifica que AzAp ~ 4wh = 2h,
resultado que se encuentra de acuerdo con el pricipio de indeterminacién.

En la aplicacién "Funcién de ondas en la representacién coordenadas y de momentos"
de la pégina https://www.hbarra.es se puede ver cémo al aumentar Az disminuye Ap y
viceversa, de modo que el producto de los dos se mantiene siempre constante.

Para terminar este apartado, veamos qué ocurre cuando queremos describir el movi-
miento de una particula libre en el espacio ordinario de tres dimensiones. Supongamos
que en un determinado momento la particula estd descrita mediante una funcién de onda
¥ (F) = 1 (x,y,z). Para esta funcién podemos hacer la misma integral en x que en la
transformada de Fourier:

1 o i
— Y (x,y,z)e " dx

or /_ N (z,y, 2)
lo tinico es que a k le hemos llamado k, para poder definir magnitudes anélogas para la
direccién y y z. Si ahora hacemos lo mismo para las otras dos direcciones, nos va a quedar
la siguiente integral triple:

~ 11 1 R e e : . ,
kwv k ” k‘z = Y, —tkex —ikyy —ik.z drdud

Esta es la transformada de Fourier en tres dimensiones. Podemos escribirla de forma
mds sencilla utilizando la notacién vectorial:

?2) (E) = (277)_3/2/d3772/) (7) o~ iR

A partir de la funcién ) (k) podemos recuperar la funcién original realizando la trans-
formada inversa para las tres direcciones del espacio:

P (r) = (27r)—3/2/d3;; b (,;;) T
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Por 1ltimo, podemos definir también una funcién de onda en la representacién de
momentos que dependera de tres variables (p,, py, p.) = P

¥ (p) = (2h) ¥ / &7 () e 1P () = (2h) Y2 / &P (p) eiP

La interpretacién fisica de la funcién 1 (p) es que su médulo al cuadrado multiplicada
por un elemento de volumen en el espacio de momentos d*p nos da la probabilidad de que
si medimos la cantidad de movimiento de la particula obtengamos un valor comprendido
dentro del elemento d*p dibujado alrededor del vector p.

Para terminar, podemos ver cémo obtener la evolucién temporal de la funcién de onda
de una particula libre en el espacio ordinario de tres dimensiones. Si conocemos la funcién
de onda en el instante inicial ¢ (7, 0), podemos calcular su transformada de Fourier:

—

b (F.0) = 2m) 2 / &7 (7,0) e 7
Una vez calculada esta funcién, la funcién de onda en el instante ¢ vendrd dada por:
P (7 1) = (2m) /2 / &Pk (/2 o) et (Fi=ut)

donde w estard relacionada con k., k, y k. mediante la siguiente relacién de dispersion,
que se obtiene de la misma forma que hicimos para una sola dimensién:

h(k2+ Kk +k2)
2m

w =



