Propiedades generales de los operadores lineales. Al-
gebra de conmutadores.

En este apartado vamos a ver algunas de las propiedades sobre los operadores lineales y el
dlgebra de conmutadores que serd de utilidad en el resto del curso.

Traza de un operador.

Dado un operador lineal, definimos su traza como la suma de los elementos diagonales
del operador. Supongamos que trabajamos con una base ortonormal discreta dada por los
vetores {|u;)}. Si consideramos un operador lineal A su traza viene dada por la siguiente
expresion en la base considerada:

Te(d) =Y <u
La traza en un invariante que no depende de la base escogida. Por ejemplo, si consi-
deramos otra base {|v;)} la traza en esta base ser4:

Tr(A) = Z <vj ’Uj> = zj: EZ: (v;]u;) <u2 Uj> = EJ: 22: <uZ ’Uj> (vjlu;) = 2; <u@

J
de modo que la traza no depende de la base escogida, es una propiedad del operador.
Vamos a ver una propiedad de la traza del producto de dos operadores AB:
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Por tanto, Tr(AB) =Tr(BA), y utilizando esta propiedad se puede comprobar facil-
mente que:

Te(ABC) = Te(BCA) = Tr(CAB)

Funciones de un operador.

Dado un operador lineal A podemos definir su inverso A~! como el operador que verifica
la siguiente condicién:
ATA=1
Del mismo modo vamos a ver cémo podemos definir una funcién arbitraria de un

operador. Por ejemplo, si consideramos el operador 2 el potencial serd una funcién de este
operador, de modo que nos interesa saber qué entendemos por una funcién de un operador.



Supongamos una funcién f(z) que admite un desarrollo en serie en z de la forma:

oo
=2 fud
n=0

(puede ser, por ejemplo el desarrollo en serie de Taylor de la funcién f(x))
En este caso, definiremos la funcién del operador A, f(A) como el siguiente operador:

A)y=>"f.A"
n=0

Por ejemplo, podemos considerar la exponencial de un operador: eA. Esta funcién se
define como el siguiente operador:

Si la funcién f(x) es real los coeficientes del desarrollo serdn reales. En este caso, si A
es hermitico f(/l) también serd un operador hermitico.

Vamos a suponer que el ket [¢) es un autovector de A de autovalor A. En este caso se
verifica facilmente que:

Ay =AYy vy A"y =" |y)
Por tanto

=S RAT ) = 3 £ ) = ) )

de modo que el ket [¢)) es también un autovector del operador f(A) con autovalor f(\).
Como ejemplo, supongamos que en un espacio de estados de dimensién 3 tenemos un
operador A representado en una determinada base por la siguiente matriz diagonal:
R 0
A= 0

o O =
o O O
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entonces el operador e en dicha base estard representado por la siguiente matriz:

1

) el 0 0 e 0 0
A= 0 & 0 =101
0 0 0 0
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Por tanto, vemos que para calcular la funcién de un operador lo més sencillo es cambiar
a una base en la que el operador sea diagonal. Una vez calculada la funcién del operador
podemos volver si queremos a la base original. Hay que llevar mucho cuidado con las
funciones de un operador ya que no funcionan como las funciones ordinarias. Por ejemplo,
en general eded £ eATB.



Conmutadores.

En este apartado veremos algunas propiedades sobre conmutadores y cémo calcular el
conmutador de dos operadores. -
Por definicién, dados dos operadores A y B, ya vimos que el conmutador de los dos

operadores [fl, B] es un nuevo operador de la forma:
[A, B} — AB - BA

El conmutador verifica las siguientes propiedades que se pueden demostrar facilmente:

Algunas de estas propiedades recuerdan a las que verifican los corchetes de Poisson de
la mecdnica cldsica. Vamos a probar la tercera propiedad ya que tiene cierta importancia
porque se utiliza en multitud de ocasiones:

[A,BC] = ABC - BCA = ABC - BCALBAC - BAC -
— B(AC - CA)+ (AB— BA)C =B [A, A] i [A,B} ¢

Como regla mnemotécnica podemos considerar que el operador B sale por la izquierda,
quedando dentro los otros dos operadores A y C , v a continuacién sale el operador C por
la derecha, quedando dentro los otros dos operadores A y B.

De igual forma se pueden demostrar el resto de las propiedades. Vamos a ver algunas
mas.

Un operador A conmuta con cualquier potencia del operador, es decir, [fl, fln] = 0.

Como consecuencia un operador A conmuta con cualquier funcién del operador: [/1, f (/21)}
0 para cualquier funcién f(z).

Supongamos que dos operadores A y B conmutan, de modo que [/1, é] = 0, entonces A

conmuta con cualquier potencia de E, es decir, que en general [/1, 3"] = () para cualquier
valor de n. Esta propiedad se puede probar facilmente por induccién sobre n. Vamos a
demostrarlo para n = 2:

A

[4,32] _ [A,BB] _ B [A,fe] + [A,f;] B=0



del mismo modo, si se verifica para n — 1 podemos demostrar que se verifica para n. Es
decir, que si [/1, B“_l] = 0 entonces [/1, B"] =0:

[A,Bn} - [A, BB”‘l] _ 3 [A,B”—l] n [A,B} B =0

~

de modo que ha quedado demostrado por induccién sobre n que [121, B"] =0siAy

B conmutan. De la misma forma A conmuta con cualquier funcién de B, es decir que

[/1, f (B)] = 0 e igualmente B conmuta con cualquier potencia de A y con cualquier

funcién de A.
Supongamos ahora dos operadores que no conmutan entre si, pero que conmutan con
su conmutador, es decir:

[A,B|=¢#0  [Ac]=[B.C]=
Vamos a ver algunas propiedades interesantes de este tipo de operadores. Aunque pueda
parecer una condicién que no es habitual el hecho es que los operadores 2 y p la verifican,
ya que:
[z, p] = ih
de modo que Z y p conmutan con su conmutador.
Voy a calcular el conmutador de [fl, Bz} :

A, B?| = B[4, B] +[A,B] B=BC+CB =28
Basdndonos en esta igualdad podemos calcular de la misma forma el conmutador
(4.5]:
[A,Eﬁ] - [A,BBQ] — B [A,E}?} [A B] B? = BC2B + CB? = (352
Podemos intuir que [A, B”] = CnB"! y lo podemos demostrar de forma sencilla por

induccién sobre n. Vamos a suponerlo para n—1, de modo que [fl, B”_l} =C (n—1) Bn2

y lo demostraremos para n:
[A, B"] = [,21, Bf}"—l] =B [A, B"—1]+[A, B] B"'=BC(n—1)B"2+CB" ! = CnB"!
Por lo que ha quedado demostrado. Esta expresién nos recuerda a la derivada y, de

hecho, podemos ver que:
s (8)] =er (9

donde si f (z) =", fax", entonces f'(x) =" f,na™ . Vamos a verlo:
Af(B)] = |4 fs = A B =3 fuCnBt =
= C Z fonB* ! = ( )




De modo que: )

41 (8)] =
De la misma forma se demuestra que:
(4) 8] = [4.5] r (4)

Para el caso particular de los operadores & y p se verifica por tanto que:

[&,p"] = ihmp" ", [2"p] = ihma" Y, (& f (D) =ihf'(D) v [f(2),P] = ihf'(2)

Derivada de un operador.

Vamos a considerar un operador fl(t) que depende de una variable continua t. Definimos
el operador derivada de A(t) respecto de t como el siguiente operador:

dA . A(t+ At)— A(t)
— = lim
dt At—0 At
Las reglas de derivacion para los operadores son similares a las reglas de derivaciéon

ordinarias, teniendo en cuenta que se debe respetar el orden de los operadores. Como
ejemplo:

d . . dA dB
d . dA - ~dB



