Notacién de Dirac. Vectores ket.

En este apartado vamos a introducir ya la notacién de Dirac que es una nueva notacién
que permitird trabajar con la teorfa cudntica con mayor claridad y potencia. La notacién
de Dirac une dos aspectos. Por un lado, el hecho de que se pueda trabajar indistintamente
con distintas representaciones y que todas sea equivalentes nos conduce a que, en realidad,
no tenemos por qué escoger una representacién concreta y podemos trabajar de forma
abstracta sin escoger ninguna. Finalmente, para realizar un célculo concreto se utilizars la
mas adecuada. Por otro lado, el hecho de que las dos funciones se traten de forma distinta
en la definicién de producto escalar (la primera lleva un complejo conjugado) nos conduce
a que es mas conveniente definir dos tipos distintos de elementos, al igual que ocurre con
vectores covariantes y contravariantes en relatividad, o la red cristalina y la red reciproca
en fisica del estado sélido.
Cuando en el espacio ordinario realizamos el siguiente paso:

T (0+@) =TT+ 0

ien qué base se verifica esta igualdad? En todas. Se estd trabajando de forma abstracta,
sin utilizar las componentes de cada vector en una base concreta. Algo parecido ocurre al
utilizar la notacién de Dirac. Vamos alla!

Vamos a definir un espacio abstracto & con estructura de espacio vectorial. Los elemen-
tos de este espacio los denominaremos vectores ket, o simplemente kets, y los notaremos
por el simbolo | ), de modo que dentro colocaremos un distintivo (una letra, o un nimero,
o cualquier otra cosa) que nos permita distinguir un ket de otro. El espacio € lo denomi-
naremos espacio de estados e incluird todos los estados en los que puede estar nuestra
particula. Es importante darnos cuenta que el espacio de estados no es algo tinico ya que
depende del problema fisico que estemos tratando. No serd el mismo para una particula
que se mueve en una sola dimensién que para una particula que se mueve en el espacio
de ordinario. No serd el mismo para una particula, que para un dtomo, que para una
molécula, etcétera. Por ahora, vamos a seguir con el problema sencillo de una particula en
una sola dimension.

Sabemos que el estado de la particula en un instante determinado viene descrito me-
diante una funcién de onda ¥ (z). Pues bien, lo que vamos a hacer es establecer una
relacién biunivoca entre las funciones de onda y los vectores del espacio de estados, de
modo que a cada funcién de onda v (z) le haremos corresponder de forma biunivoca un
vector ket que notaremos de la forma |1)):

Y(z)eF = |Y) €€

A partir de esta correspondencia podemos trabajar en el espacio €. La dependencia
con la posicién = no aparece en el ket |¢), s6lo la letra 1 nos recuerda que el estado estd
asociado a la funcién ¥ (z) que si que depende de z. Es decir, no es apropiado escribir
|t (x)) para referirnos al estado descrito mediante la funcién de onda ¥ (z).

Dentro del espacio de estados vamos a definir el mismo producto escalar que ya tenfamos:
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Vamos a resolver ya el problema de que la primera funcién tenga un tratamiento dis-
tinto. Vamos a definir el espacio dual del espacio de estados que notaremos €*. En el
espacio dual se encuentran todas las funcionales lineales que a cada vector |¢) € € le aso-
cian un nimero complejo. Para aclararnos, momenténeamente, vamos a notar un elemento
concreto del espacio dual con la letra ¢, de modo que este elemento del espacio dual al
vector |¢) le asocia un nimero complejo ¢ (|¥)):

wee % Lqupec

Todo esto que parece tan complejo lo vamos simplificar utilizando una nueva notacién y
relaciondndolo con el producto escalar que hemos definido. Los elementos del espacio dual
¢* los denominaremos vectores bra, o simplemente bras, y los notaremos por el stmbolo (|,
de modo que dentro colocaremos un distintivo (una letra, o un nimero, o cualquier otra
cosa) que nos permita distinguir un bra de otro. Pues bien, a cada vector ket del espacio
de estados |p) € € le vamos a asociar un bra del espacio dual (¢| € €*, de modo que el
nimero que asocia este bra al vector ket |1) sea el producto escalar |p) o |¢)) = ¢ @ 1. Es
decir, que la relacién que hemos escrito anteriormente la escribiremos asf:

wee W =pev= [Tapm vwec

Es decir, que el producto escalar de dos vectores |¢) y [¢) lo escribiremos asi:

(ely)

Ya nos podemos hacer una idea de dénde salen los nombres de los vectores bra y ket.
La palabra "bracket" en inglés significa corchete (). Se ha dividido la palabra en dos, de
modo que un bra incluye la primera parte ( y el ket la segunda ). Cuando tenemos una
expresion cerrada como (p|1), que incluye las dos partes del corchete lo que tendremos es
un nidmero. Si falta alguna de las dos partes del corchete no serd un niimero concreto.

Hay que tener cuidado con c6mo se utiliza la notacién de Dirac. Si tenemos un ket |¢)
y lo multiplicamos por un mimero A tenemos un nuevo vector \|¢). En ocasiones podemos
notar este nuevo vector como |Ay), de modo que [Ap) = A|p). El problema esta en asociar
al nuevo ket el bra correspondiente ya que:

o0

Ol = / e Xt (1) () = X / dr o* (2) ¥ () = X {g|9)

—0o0 —00

Es decir, que debido al cardcter antilineal del producto escalar con respecto a la primera
funcién (Ag| = A* (¢|, de modo que cuando sale el nimero complejo de un bra sale como
complejo conjugado. Veremos que este es un caso particular de las reglas para asociar
elementos del espacio dual €* a cada elemento del espacio de estados €.

Las mismas propiedades que vimos para el producto escalar se aplican en notacién de
Dirac:
pli) = (Ple)”
PlAY + Aatg) = A1 (plh) + Az (ehy)

Arpy + Aao|th) = AT (1Y) + A (@aldh)
Y[1)) es un nimero real positivo, igual a la norma al cuadrado de |¢))
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Operadores lineales en notacion de Dirac. Proyectores.

Los mismos operadores lineales que definimos para las funciones v () los podemos definir
para los vectores ket correspondientes:

b (2) 25 ¢ () = Ad(2)  demodoque |4 s [uf) = A )

Como el operador A era lineal actuando sobre las funciones, también serd lineal al
actuar sobre los ket. Del mismo modo podemos definir el producto de dos operadores AB:

ABy) = A(BIw))
es decir, que primero acttia B sobre |¢) dando lugar a un nuevo ket |[¢') y posteriormente
A actia sobre el ket |¢') dando lugar a un nuevo ket que notaremos simplemente como
AB |[¢). Ya vimos que, en general, el producto de dos operadores no es conmutativo, de
modo que definimos el conmutador de dos operadores [fl, E] ,2tal como ya hicimos, como

como un nuevo operador de la forma:
A,B| = AB - BA
Por 1ltimo, vamos a definir un nuevo concepto que serd de gran utilidad y es el de

elemento de matriz. Dados dos kets [p) y [¢)) definimos el elemento de matriz de un
operador A entre los dos kets |p) y |1/) como el producto escalar de |p) y A|¢), es decir:

wl (A1) = (¢[d]v) = [ do o @) A @

Légicamente, el elemento de matriz, al ser un producto escalar, es un niimero complejo.

La notacién de Dirac, nos va a permitir realizar célculos de forma mads sencilla, pero
como con toda notacién sencilla hay que tener cuidado. Ya hemos visto un ejemplo en
c6mo sacar una constante A de un bra (Ap|. Por el hecho de ser més sencilla hay que tener
mas cuidado. Otro ejemplo lo constituye la siguiente expresién:

o) (¢

Es decir, en lugar de multiplicar un bra por un ket lo hemos hecho al contrario. Esta
expresion no es un nimero puesto que no ha quedado el corchete cerrado. Entonces, ;qué
es? Es un operador. Podemos ver que cuando actiia sobre un ket nos da un nuevo ket, tal
como hace un operador:

() (1) Ix) = le) (&)

Como (¥|x) es un nimero complejo, lo que tenemos es un nimero complejo por un
vector |¢), que es un nuevo vector, de modo que |¢) (¢ es un operador. Es importante ver
que el nimero complejo (1] ) se puede mover en la expresién anterior sin ningtin problema:

o) (Wx) = (WIx) @)

y sigue siendo el mismo nimero complejo (¢|x) por el mismo vector |¢).
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Vamos a considerar ahora un vector |¢) normalizado (de modo que (p|p) = 1) y el
siguiente operador:

B, = lp) (o]

Podemos ver c6mo actiia este operador sobre un vector [¢):

P, ) = (Ie) (o) [4) = lo) (el = (plv) |#)

Es decir, al aplicarlo sobre el vector |¢)) nos queda un vector proporcional al vector
|p) v la constante de proporcionalidad es el producto escalar de los dos vectores. Lo que
estamos haciendo es "proyectar" el vector [¢)) sobre el vector [¢). El operador P, =) (¢]
se denomina el proyector sobre el vector |¢). Podemos ver que P2 P , ya que es lo
mismo proyectar dos veces que una:

~

P2 =10) (¢le) (ol = ) (¢] = P,

Adjunto de un operador.

Ya hemos definido el elemento de matriz de un operador lineal A entre dos vectores le) v
|t} como el siguiente mimero:

(el Aly)

El significado es evidente A actuando sobre el vector [¢)) nos da un nuevo ket A [¢), de
modo que tenemos un producto de un bra por un ket que es un nimero complejo. Pero
lo podemos plantear de otra forma: el elemento (¢| A por el ket [¢b) nos da un mimero
complejo, de modo que (¢ A es un nuevo bra! Es decir, que podemos entender que el
operador A actia sobre el bra (] para dar un nuevo bra (y| A. Lo tinico es que cuando el
operador A actda sobre un bra hay que colocarlo a la derecha del bra. Podemos comprobar
facilmente que el operador A actuando de esta forma sobre los bras es también lineal.

Vamos a ver a continuacion el concepto de adjunto de un operador. Supongamos un
operador A que actiia sobre un ket |¢0) dando como resultado un nuevo ket [¢'), que
notamos como siempre de la forma |¢') = A |¢)). Al ket |) del espacio € le corresponde
el bra (1| del espacio dual ¢*, mientras que al ket |¢)) le corresponde el bra (¢’|. Los kets
1) y |1’} estén relacionados mediante el operador A. Podemos preguntarnos si existira un
operador que relacione también los bras (| y (¢|. Légicamente este operador habrs que
colocarlo, tal como hemos visto, a la derecha del bra. Pues la respuesta es que sf y este
operador se denomina el adjunto de A y lo notaremos como Af. Es decir:

si [¢) = Ay = (@] = (@] A

(el simbolo t se denomina daga, o "dagger" en inglés).

Es decir, si un operador A establece una relacién entre dos kets del espacio de estados €,
el operador adjunto A' es el que establece la misma relacién entre los bra correspondientes
del espacio dual €&*.

Una relacién que utilizaremos en muchas ocasiones es la que existe entre los elementos
de matriz de un operador y de su adjunto. Supongamos un operador A y un ket |¢), de



modo que A i) = [¢'). Dado un bra (¢| el producto de (¢| por [¢') nos da el elemento de
matriz que ya vimos:

(ely'y = (o] Al

Si ahora tomamos el complejo conjugado:

()" = @)} = (] Aly)*

Pero hemos visto que (¢/| es el bra que corresponde al [¢') y que vale (¢'| = (¢| Af,
por tanto:

W'lp) = (W] At ) = (p| Aly)*

Hemos llegado a la siguiente relacion:

(ol Alw)* = (] At |p)

Esta relacién nos permite ver algunas propiedades generales de cémo se obtiene el
adjunto de un operador.

Si A es un mimero complejo y A un operador, entonce AA es otro operador. Veamos
cual es su adjunto:

(Al = (0](3) |0} = X tol Aoy = X 01 A1) = (0I1°A o

A\ T X
Por tanto, como cabia esperar (AA) = \*At

Otra propiedad fécil de ver es que el adjunto del adjunto es el operador original.
A A ) N * A\ T
(el Alw) = (el Ale)) = (Wl AT o) = <¢ ‘ (4) ‘ ¢>

AN T A
de modo que (A*) = A. Es algo parecido a lo que ocurre con el complejo conjugado, de
modo que si aplicamos dos veces el complejo conjugado de un nimero nos queda el original.

A A A\ T " A
Si B es otro operador entonces es ficil mostrar que (A + B) = At + BT

El producto AB es otro operador. Vamos a calcular su adjunto. Utilizaremos la si-
guiente notacion:

o'y = At )

(W'| = (¢| B

y { (@] = (¢l A
[4) = Bl¢)

los bras y kets correspondientes serdn: {
Con esta notacién podemos obtener el adjunto de AB como sigue:
1oy = (o |48 w) = (w|(48)'| ) = wie) = (v [B141] )

Por tanto, (AB)! = Bi AT,



Mediante esta regla podemo§ obtener el adjunto de cualquier suma y producto de
operadores. Como ejemplo, si C' es un tercer operador, veamos cudl es el adjunto del
operador ABC":

(4B6)' = (4B.¢)' = ¢t (4B)' = c1piar
~~

Es decir, que el adjunto de un producto de operadores se obtiene invirtiendo el orden
del producto y sustituyendo los operadores por sus adjuntos.

También en este caso hay que llevar cuidado con la notacién. Si tenemos un operador
A y 1o aplicamos sobre un ket |1) obtenemos un nuevo ket, A [¢). En ocasiones este ket se
nota como ‘A¢> El bra correspondiente a este ket sera <A¢‘ = (Y| At Por tanto, cuando
dentro del ket tenemos un operador, para extraerlo hay que sustituirlo por su adjunto y
colocarlo a la derecha.

Por 1iltimo, dado un ket |¢) y un bra (|, vimos que |¢) (¢/| es un operador. ;Cusl

serd su adjunto? Hacemos lo mismo que en los casos anteriores. Vamos a considerar un
elemento de matriz y tomamos su complejo conjugado:

lle) @D B = (8] D] a) = (ale) (B18)" = (ale)" W18)" =
— (ko) (810} = (314} {ele) = §81(19) ()l o)

De la igualdad de los términos que hemos sefialado con una llave se deduce que (|¢) (1)) =
%) (el

Estamos viendo que siempre existe una correspondencia entre los elementos que pertenecen
o actian en el espacio de estados € y los del espacio dual €*. A un ket le corresponde su
bra correspondiente y a operador le corresponde su adjunto, pero de la misma forma a un
mimero le corresponde su complejo conjugado. La operacién de hacer corresponder a un
elemento del espacio € su correspodiente elemento del espacio €* se denomina conjugacién
hermitica y tiene unas reglas muy sencillas: se sustituyen las constantes por sus complejos
conjugados, los kets por sus bras correspondientes, los bras por sus kets correspondientes,
los operadores por sus adjuntos y, por tltimo, se escribe la expresién en orden inverso.

Ejemplo, si analizamos la siguiente expresion:

Mol AB |v) C1DF [x)

aunque parezca muy compleja se trata de un ket, ya que (¢| AB 1) es un mimero complejo,
de modo que A (¢ AB ) es un nimero complejo. Por otro lado, C'DFE esun operador, que
actuando sobre el ket |x) nos da un nuevo ket CtDE |x). Por tanto, A (p| AB [¢)) CTDF |x)
es el mimero complejo A (¢| AB |¢) que multiplica al ket C1DF |y), y un mimero por un ket
es un nuevo ket. Pues bien, nos preguntamos jcudl serd su bra correspondiente? Aplicamos
las reglas que acabamos de ver:

MelAB[W)C'DF ) e € = (x| FTD'C (¢| BIAT|p) A" € &

Este 1ltimo es el bra que le correponde en el espacio dual E*.



