Teoria de perturbaciones para estados estacionarios de-
generados.

En este apartado vamos a ver cémo podemos aplicar el método de perturbaciones para
obtener las correcciones en el caso de un autovalor de Hy degenerado. Vamos a notar por E?
a los autovalores de H, y por |<,0?7l> a los autovectores correspondientes, donde [ =1,--- | g;,
y donde g; es el grado de degeneracién de cada autovalor E?. Para comenzar a tratar este
problema vamos a considerar el caso mds sencillo, que consiste en que el autovalor E?,
del cual queremos calcular las correcciones, tiene un grado de degeneracién igual a 2. Los
autovectores de Hy con autovalor E? serdn por tanto |¢9,) v [¢?,). Consideramos de

nuevo el hamiltoniano perturbado
H=Hy+ \W

Vamos a considerar que el vector |1) es un autovector de H de autovalor E, de modo
que en el limite A — 0 el valor de E tiende a EY. Es evidente que el vector |¢) en el limite
A — 0 tenderd a una combinacioén lineal de los vectores }gogl> y |¢Y,). Por tanto el vector
en orden cero |0) del desarrollo de |¢) en potencias de A no serd ninguno de los vectores
|ga?71> y |<p?,2> sino una combinacion lineal de estos vectores. Vamos a notar por a; y as a
los coeficientes de la combinacién lineal, de modo que:

0) = ay ‘90?,1> + az ‘80?,2>

Podemos desarrollar el vector [¢) y el autovalor E en potencias de A como en el caso
anterior de la forma:

E = g+Xer+ X Nea+ =B+ deg + Neg + -+
W) = 10) + A1) + X% [2) + - = ar [fy) + az |pfa) + A1) + A7 [2) + -

Si introducimos estos desarrollos en la ecuacién de autovalores de H obtenemos de
nuevo la siguiente jerarquia de ecuaciones:

~

0) H0—€0 |0 =0

)
1) (Hy—co) 1)+ (W —&)]0)=0
2 (Ho—eo)|2) + (W —e1)[1) —e2[0) =0
3 ]:10—60 |3>+ W—él |2>—€2|1>—€3|0>:0

O bien, si tenemos encuenta que queremos calcular las correcciones del autovalor E? de
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Hy— EY (a1|g011>+a2|g012>) =0

Hy—E?) 1) + (W — ¢ (a1]¢?1) +az|¢ly)) =0

fIO—E? 12) + W — e, 1) — (a1 }@?}1>+a2|g022>) =0
I:[O—E? 13) + W — e |2) — &9 |1) — &3 (a1|g0?71>+a219022>) =

—_

w

Es evidente que la ecuacién de orden cero se verifica directamente, ya que previemente
hemos impuesto la condicién Hy |0) = E° |0) al escribir el vector [0) como una combinacion
lineal de los vectores {go?ﬂ y ‘@?72) Vamos a proyectar la ecuacién de primer orden sobre
los bras <<,0?’1‘ y <<,0?72|, de modo que obtenemos las siguientes dos ecuaciones:

W6l ) +az (o

W]6ds) +a (2

W‘g032> = a1&1

W‘g022> = a92&1

0
ax <80i,1

0
ay <90¢,2

o bien en forma matricial:
0 |17 0 0 |11 0
i1 W i1 i1 w Pi2 ay aq
0 T 0 0 1 0 a — & a
Pi2 W Pi1 Yi2 w Pi2 2 2

Esta ecuacion es una ecuacién de autovalores para el operador W en el subespacio
formado por los vectores [¢?;) y |¢?,). Si notamos los elementos de matriz por W, =

<90?,p

0 > la ecuacién anterior queda:

(Wn WlZ)(al):€<a1>
Wae W Q2 ! a2

La ecuacién caracteristica es:

W11 — &1 W12
W21 W22 — &1

— (Wi + Wag) g1 + Wiy Wag — WiaWa =0

Por tanto, los posibles valores de €; son:

Wll + W22 + \/(Wll - W22>2 + 4~’VV12VV21
2 2

g1 =

Si los dos valores obtenidos para e; son distintos la degeneracién desaparece (se rompe)
al incluir el término W. En el caso en que Wiy = Way v Wig = Woy = 0 los dos valores
son iguales y sigue existiendo degeneracién en primer orden. Esto no quiere decir que el
autovalor E de H sea degenerado, ya que la degeneracién puede desaparecer en segundo
orden. Hasta el momento hemos obtenido ya la correccién de primer orden para el autovalor



E?. Es decir, que hasta primer orden el autovalor £ de H (correspondiente al autovalor
E? de Hy) vale:

Wi + Way N \/(Wll — Wa)? + AW Way
2 2

E=E+

Por otro lado, si ha desaparecido la degeneracién en primer orden podemos calcular los
coeficientes a; y as, que nos dan el vector |¢)) hasta orden cero y valen:

( a, = 2Wo
- 2
AW2+(Wo—W Wi1—Wao)2+4W1o W
2+( 2 1+\/( 11 22) +4W12 21) e o1 — Wit t Was n \/(W11—W22)2+4W12W21
1 — W2_W1+\/(Wll—W22)2+4W12W21 1% 1= 2 2
2= )
\ 4W22""<W2—W1+\/(W11—W22)2+4W12W21)
( a; = 2Wo
- 2
AW2+ (W Wi1—Waz)2+4Wia W
3 ( 2= W1—/ (W11 —Waz)? +4W12 21) ara o, — WitWay /(Wis—Waz)? 1 4W1a Way
4 — W2*W1*\/(W11*W22)2+4W12W21 P 1= 2 2
2 — 2
\ 4W22+<W2—W1—\/(Wll—W22)2+4W12W21)

Podemos calcular también cuanto vale el autovector [¢)) hasta primer orden, lo tinico
que hay que hacer es desarrollar el vector |1) en la base {|90?,l>} y los coeficientes del
desarrollo se obtienen proyectando la ecuacién de primer orden sobre los bras <g0]0-’l| para
J # 1 (al igual que hicimos en el caso no degenerado). El autovector |¢)) hasta primer orden

>ml>+a s < >

El resto de las correcciones (segundo orden etcétera) se calculan de forma similar al
caso no degenerado.

Por otro lado, si la degeneracién en primer orden no queda rota no se pueden calcular
los coeficientes a; y as, de modo que hay que ir al segundo orden para ver si se rompe la
degeneracién. Si tenemos en cuenta que:

95 <90] I

DD

(aunque no conozcamos todavia en este caso los valores de a; y ag) si proyectamos la
2z 0 O . .

ecuacion de segundo orden sobre los bras <%‘,1‘ y <gpi’2‘ obtenemos las siguientes dos ecua-

ciones:

Q[)]l

|ijl>

9; <90]l
= |S0'L 1>+CL2 |S07, 2>+CL1 Z Z

>|%z +a Z i <%l) ‘%2> {%,z>

<¢?’1‘W‘ 1> = Q&9
<9022‘W‘1> = a9&y



o bien introduciendo la expresién para |1):

2 2 ~
, 9 ‘< W e? >‘ , < 0 ’W‘gp?,l> <<p?’l‘W‘g022>
. Zyzl E) — EY +a Z]Z FO0 _ [0 = 1€2

2
o {0 || w0 ) | o > 9 ‘<¢o 1| 0 >‘
/ ) ) 1 / 7,1 7,2
. Zj Z EO — E9 ta Zj 21: EO _ F0 = (28

donde:

<w% ><¢% Wﬂ¢2>
Sapapudillliudil

Por tanto, obtenemos de nuevo una ecuacién de autovalores donde los valores propios
son las correcciones de segundo orden. Los posibles valores de €5 son:

W1 + Wao \/(wn — waa)? + 4wiawa
E9 = 9 + 9

Como estamos considerando el caso en que la degeneracién no se rompe en primer
orden la correccién de primer orden vale e; = Wy, = <g0?1 ‘W‘ cp?l> (ya que Wi = Was y

Wia = Wap = 0), de modo que la correccién hasta segundo orden viene dada por:

W11 + Was N \/(wll — wg2)? + dwiawa

E=EY < 0
1+ 901,1 2 2

W‘¢21>+

Si los dos posibles valores de g5 son distintos la degeneracién ha quedado rota en segundo
orden y podemos calcular los coeficientes a; y as, que nos dan el vector |¢)) en orden cero,
que vendran dados por:

( . 2wa
a; = \/ . p)
23+ ( -
w2+ wo—w1+4/ (W11 —w22) 2t w12w21) A o — w11t " \/(wll—w22)2+4w12w21
a4y — wa— w1+\/ (w11—wa2)?+4wi2was p 2= 2 2
2 — 2
\ 4w2+(w2 w1+\/ (w11 —w22) +4w12w21)
( — 2wa
a; = o \/ . p)
w2+(w27w1* (w11*w22 + w12w21) o — witwa \/(wll—w22)2+4w12w21
a4y — wz—w1—\/(w11—w22) +4wi2w21 p 2= 2 2
2 — 2
L 4w§+(wszlf\/(wu7w22)2+4w12w21)

Una vez obtenidos los coeficientes a; y asz, podemos calcular ya el autovector |¢)) hasta
primer orden, que viene dado por la expresiéon que vimos anteriormente.

Aunque puede parecer muy compleja la teorfa perturbaciones para el caso degenerado
(hay que tener en cuenta que hasta el momento sélo hemos tratado el caso mas sencillo
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en el que el nivel que estamos considerando tiene grado de degeneracién 2), en realidad

cuando se trata un caso concreto los cdlculos pueden ser enrevesados pero la técnica no.
Vamos por ltimo a introducir brevemente el caso en que el grado de deneneracién del

valor E? toma un valor genérico g;. En este caso tenemos g; vectores ’gp?’l> (l=1,-,9)y

el autovector [) que corresponde al autovalor E? de Hy en orden cero serd una combinacién
lineal de los vectores ‘gp,? z>- Es decir:

gi

0) = Zal |S0?,l>

1=1
Si introducimos esta expresion en la ecuacién de primer orden queda:

9i

(W — €1> Zal ‘gogl> =0

=1
Si proyectamos sobre el bra <<,0?m} obtenemos las siguientes g; ecuaciones:
Gi

Z ap <(p?,m

=1

A

w

0\ _
%’,l> = ame1

Esta es una ecuacion de autovalores de T restringida al subespacio {|<,02l> }, donde los
autovectores son las correcciones de primer orden. La técnica utilizada para obtener las
sucesivas correcciones es similar a la del caso de degeneracion 2. En el siguiente apartado
vamos a ver cémo se aplica la teoria de perturbaciones en casos concretos.



