Teoria no relativista del espin. Espinores.

Una vez que hemos analizado las propiedades de un momento angular % vamos a ver ¢4mo
podemos introducir el espin en nuestra teorfa. Como vimos anteriormente el espin es un
grado de libertad distinto de los grados de libertad espaciales, de modo que los operadores
de espin actiian sobre un espacio que notaremos por ¢, de dimensién 2. Por otro lado las
funciones de onda que hemos utilizado hasta el momento pertenece al espacio de estados
¢,.. Para introducir el espin tenemos que definir un nuevo espacio de estados que serd el
producto tensorial de los dos espacios anteriores € = &, ® €,. Una base de este nuevo
espacio de estados la constituyen los vectores {|r,+),|r,—)}. En esta base los operadores
ty S, son diagonales, de modo que:

A h
Plrk) =ried) oy Silr) = 4o )
Esta base satisface las relaciones de ortogonalidad y cierre:
(r,+|r',+) = d(r—1')

<I‘,—|I‘l,—> = 5(r_rl)
<I‘,—|—‘I‘/,—> = <I‘,—’I‘,,+>:

/ dPr (v, +) (e, 4] + Jr. =) (£, —[) = 1

Por tanto cualquier estado se puede escribir como una combinacién lineal de los vec-
tores de esta base. Vamos a suponer que una particula se encuentra en el estado [¢). Si
introducimos la relacién de cierre a la izquierda queda:

W) = /d3r (Ir, ) (v, +|) + [r, =) (v, =) =
_ /dSr ((r, +¢) £, +) + (r, =) |r, =)
El producto escalar (r,+|¢) es una funcién de las coordenadas que la notaremos por

¥, (r) y del mismo modo (r, —|¢) = ¢ _(r). Por tanto la ecuacién anterior se puede escribir
como:

) = / Pr (., (1) e, +) + ¥ (1) Ir, )

Es decir, que en la representacién dada por la base {|r,+),|r,—)} el estado de una
particula estd representado por dos funciones que son 1 (r). Vamos a ver cudl es la
condicién de normalizacién del estado [¢) utilizando esta representacion:

W) = [ dr (@l e, +0) + e, =) 1) =
_ /d% (Jos ) + o) =1
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En lugar de trabajar con las funciones ¥, (r) es més conveniente escribir estas funciones
en forma matricial como sigue:
¥ (r)
i (r)

Esta representacion del estado de una particula se denomina espinor. La condicién de
normalizacién utilizando el espinor seré:

[ (v ww) () -1

Vamos a ver a continuacién cémo actian los operadores que conocemos utilizando la
representacién de espinores. Hay operadores que actian sobre el espacio €, como son la
posicion, el momento y el momento angular, mientras que otros operadores actian sobre
el espacio €, como son los operadores de spin. El operador de posicién es diagonal en esta
representacién de modo que actia como sigue:

(o)== ()

Por otro lado, el operador momento actiia sobre cada componente del espinor exacta-
mente igual que en le representacién coordenadas, es decir:

(Y (r) > 2 ( Uy (r) ) ( —ihV (4 (r)) >
= —ihV + = +
P ( - (r) b (r) ~ih¥ (6 (r))
Vamos a ver cémo actian los operadores de spin. El operador S, también es diagonal
en esta representacion y se puede ver que actia del siguiente modo:

5 (28) =3 (5 ) 3 (249)
Los operadores S, y S, actiian de forma similar:
(0 ) e () =2 (0 0) () =2 (08)
() =3 () =3 (0 ) () -3 ()

Finalmente podemos tener operadores combinados que mezclen operadores que actian
sobre el espacio &, con operadores que actiian sobre el espacio &, como por ejemplo el
operador S - p. Este operador actia de la siguiente forma:

S : 13 = 3 (Urf)z +O-yﬁy +0'zﬁz) -



Por tanto:

-0 -0 &l
s_ﬁ(M(r) ) _ h_Z( T Ty > (%(P) ) _
¥_(r) 2\ ety Fr Y_(r)
O o_
G By e
En el siguiente apartado vamos a ver cémo podemos calcular probabilidad y densidades
de probabilidad utilizando los espinores.



